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１．Pattern Theoryとは？ 
1.1 本論の目的 

 現実の自然の生（なま）の現象（real-world の真意から「実現象」とよぶ）の世界は常時変動し
一回限りのものであって，決して同一の繰り返しはない。このような変動性を扱うのは確率論およ
びそれを測る統計学以外には見出せない。例えばどんな現象もこれより⼩さい同様の独⽴な確率的
変動の和からできている，いいかれば，どんな現象も無限分解可能 infinite divisibility, ID という確
率論の基本的性質が観察される([13][16][26])。この概念を見出したのはフランスの Lévy である
（前回発表）。 Lévy は確率論の目的を実現象の変動性の中に見いだしている。David Mumford は
この学的伝統の流れの中で 2010 年の Pattern Theory [21]において（とりわけ以下の第６章）実現
象の分析を試みている。そこでは様々な数学の道具が使われているが，今回，wavelet などを扱っ
ている部分の周辺領域を中心に紹介し，Mumford の視点から考察する。 
 

1.2  Pattern Theory概要 
「Pattern Theory」のサブタイトルは「実世界の信号の確率的分析 Stochastic Analysis of Real-

world Signals」である。実の現象の世界は変動し，一回限りのものであり，変動性を扱うのが確率
論およびそれを測る統計学である。この考え方にたって，現象からの信号（自然科学の信号）を分
析するアプロ―チが Mumford の Pattern Theory である。章⽴ては次である。 

１章 英語テクストとマルコフ連鎖 
２章 音楽と区分的ガウス性 
３章  文字認識とシンタクス的分類 
４章 画像構造のセグメント化とギッブスモデル 
５章 顔と弾力性鋳型 
６章 自然科学とマルチスケール型分析 
我々の興味を持っているのは，このうちの６章であり，６章の説は下記である。 
6.1  High Kurtosis in the Image Domain 
6.2 Scale Invariance in the Discrete and Continuous Setting 
6.3 The Continuous and Discrete Gaussian Pyramids 
6.4 Wavelets and the ”local”Structure of Images 
6.5  Distributions Are Needed 
6.6  Basics XII : Gaussian Measures on Function Spaces 
6.7  The Scale-, Rotation- and Translation-Invariant Gaussian Distribution  



6.8  Model II: Images Made Up of Independent Objects 
6.9  Further Models 
6.10 Appendix: A Stability Property of the Discrete Gaussian Pyramid 
6.11 Exercises 
中心的に扱うのは 6.4節の wavelet を用いた自然へのアプローチほかである。 

 
２． Brown運動 

2.1  Fourier解析 
今回扱うのは自然現象の実現象中の時系列データ（Mumford は情報的視点から「信号」signal と

いうがほぼ同意義と解する）あるいはイメージデータである。いずれも不規則性(stochasticity，あ
るいは確率性)の高い変動を示すが，もっとも進んだモデルはブラウン運動（数学的には拡散過程
が対応）である。実現象としてのブラウン運動は 2 次元であるが，数学的にはｄ次元空間に値をと
るｔの連続関数の全体  

𝑊𝑊𝑑𝑑 = {𝑤𝑤: [0,𝑇𝑇] → 𝑅𝑅𝑑𝑑  ;𝑤𝑤 は連続，w(0)=0} 
をブラウン運動の径路の全体とする（確率論プロパーでは確率測度を導入後確率 1（a.s）で連続と
する接近もある[2][13][17][28]）。 
      𝑊𝑊𝑑𝑑で｜ ｜をユークリッドノルムとして。 

任意の 𝑤𝑤1 ,𝑤𝑤2  ∈ 𝑊𝑊𝑑𝑑 に対し，supノルムで 
ρ(𝑤𝑤1 ,𝑤𝑤2 )=max{|𝑤𝑤1(𝑠𝑠) −𝑤𝑤2(𝑠𝑠)|; 0≦s≦T} 

とおけば，ρは 
ρ(𝑤𝑤1 ,𝑤𝑤2 )≧0, 𝑤𝑤1 ,𝑤𝑤2  ∈ 𝑊𝑊𝑑𝑑 

で次の 3つの条件をみたす： 
(i) ρ(𝑤𝑤,𝑤𝑤)=0, ,𝑤𝑤 ∈ 𝑊𝑊𝑑𝑑 逆にρ(𝑤𝑤1 ,𝑤𝑤2 )=0 ならば𝑤𝑤1 = 𝑤𝑤2 
(ii)  ρ(𝑤𝑤1 ,𝑤𝑤2 )=ρ(𝑤𝑤2 ,𝑤𝑤1 ) 
(iii) 任意の 3点𝑤𝑤1 ,𝑤𝑤2 ,𝑤𝑤3に対し 

ρ(𝑤𝑤1 ,𝑤𝑤3 )≦ ρ(𝑤𝑤1 ,𝑤𝑤2 )+ ρ(𝑤𝑤2 ,𝑤𝑤3 ) 
したがって，ρは距離の公理を満たし𝑊𝑊𝑑𝑑は距離空間となる。 
このブラウン運動ははじめて N.ウィーナーによって Fourier解析により研究された。まず 

ブラウン運動の定義は以下の通りである。 
0< 𝑡𝑡1 <  𝑡𝑡2 <  𝑡𝑡3 < ・・・ < 𝑡𝑡𝑛𝑛 ≦ 𝑇𝑇, 𝐵𝐵1 , 𝐵𝐵2 ,𝐵𝐵3・・・𝐵𝐵𝑛𝑛 ∈B (𝑅𝑅𝑑𝑑) 

をとり，各 tkでの射影が Bkに属するｗ(・)を𝐵𝐵 = 𝐵𝐵(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2, 𝑡𝑡3,⋯ , 𝑡𝑡𝑛𝑛)とし，すべての Bが生成する 
完全加法族を B とする。 
 組(𝑊𝑊𝑑𝑑, B)上の写像 P: B → 𝑅𝑅1が確率の３条件 

(𝑃𝑃. 1)  任意の𝐵𝐵 ∈B に対して 0≦P(B)≦1 
     (𝑃𝑃. 2)  𝑃𝑃(𝑊𝑊𝑑𝑑) = 1 
     (𝑃𝑃. 3)  B ∋  𝐵𝐵1 , 𝐵𝐵2 ,𝐵𝐵3, ⋯ , 𝐵𝐵𝑛𝑛,⋯で，かつ任意の𝑖𝑖 ≠ 𝑗𝑗 に対し𝐵𝐵𝑖𝑖 ∩ 𝐵𝐵𝑗𝑗 = ∅ならば 

𝑃𝑃(𝑛𝑛=1,2,…
∪ 𝐵𝐵𝑛𝑛) = ∑ 𝑃𝑃(𝐵𝐵𝑛𝑛)𝑛𝑛=1,2,…  （可算加法性） 



を満たすものとし，さらに 
 𝐵𝐵(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2, 𝑡𝑡3,⋯ , 𝑡𝑡𝑛𝑛)に対し 

P(𝐵𝐵(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2, 𝑡𝑡3,⋯ , 𝑡𝑡𝑛𝑛)) 
=∫ 𝑔𝑔(𝐵𝐵1 𝑡𝑡1, 0,𝑥𝑥1)𝑑𝑑𝑥𝑥1 ∫ 𝑔𝑔(𝐵𝐵2 𝑡𝑡2 − 𝑡𝑡1,𝑥𝑥1,𝑥𝑥2)𝑑𝑑𝑥𝑥2  ⋯×∫ 𝑔𝑔(𝐵𝐵𝑛𝑛 𝑡𝑡𝑛𝑛 − 𝑡𝑡𝑛𝑛−1, 𝑥𝑥𝑛𝑛−1,𝑥𝑥𝑛𝑛)𝑑𝑑𝑥𝑥𝑛𝑛 

 ただし 

𝑔𝑔(𝑡𝑡, 𝑥𝑥,𝑦𝑦) = 𝑒𝑒−
|𝑥𝑥−𝑦𝑦|2

2𝑡𝑡 /(2𝜋𝜋𝑡𝑡)
𝑑𝑑
2 ,    |x-y|=(x と yの𝑅𝑅𝑑𝑑における距離)  

であるとき，𝑃𝑃は「d 次元ウィーナー測度」（あるいは「d 次元ブラウン運動」）と呼ばれる。 
コメント この表現は確率分布(正規性)として重要であるにも関わらず非常に分かりにくく現

代的でない。今日では Brown 運動は「独⽴増分の仮定」「正規性の仮定」で特徴付けられるとする
流れが定着している（[2][17]など）。 

d＝2の場合。基底関数例を n=1,2,…に対して 
𝛷𝛷1,0(𝑡𝑡) = �𝑡𝑡0�,    Ψ

2,0
(𝑡𝑡) = �0

𝑡𝑡� 

𝛷𝛷1,𝑛𝑛(𝑡𝑡) = �cos2𝑛𝑛𝜋𝜋𝑡𝑡 − 1
−sin2𝑛𝑛𝜋𝜋𝑡𝑡 � /2𝑛𝑛𝜋𝜋𝜋𝜋,  𝛷𝛷2,,𝑛𝑛(𝑡𝑡) = �cos2𝑛𝑛𝜋𝜋𝑡𝑡 − 1

sin2𝑛𝑛𝜋𝜋𝑡𝑡 � /2𝑛𝑛𝜋𝜋𝜋𝜋 

Ψ
1,𝑛𝑛

(𝑡𝑡) = ( sin2𝑛𝑛𝜋𝜋𝑡𝑡
−cos2𝑛𝑛𝜋𝜋𝑡𝑡 − 1)/2𝑛𝑛𝜋𝜋,  Ψ

2,𝑛𝑛
(𝑡𝑡) = ( sin2𝑛𝑛𝜋𝜋𝑡𝑡

cos2𝑛𝑛𝜋𝜋𝑡𝑡 − 1)/2𝑛𝑛𝜋𝜋 

としておき 
𝑋𝑋10,𝑌𝑌10,𝑋𝑋𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑌𝑌𝑘𝑘𝑛𝑛  𝑖𝑖𝑛𝑛𝑑𝑑. ~ 𝑁𝑁(0, 1), . ,     𝑘𝑘 = 1, 2,⋯ ,   𝑚𝑚, 𝑛𝑛 = 1, 2,⋯  

 によって（ind は独⽴） 

𝑿𝑿(𝑡𝑡) = 𝑋𝑋1,0𝛷𝛷1,0(𝑡𝑡) + 𝑌𝑌1,0𝛹𝛹1,0(𝑡𝑡) + � � �𝑋𝑋𝑗𝑗,𝑛𝑛 𝛹𝛹𝑗𝑗,𝑛𝑛(𝑡𝑡) + 𝑌𝑌𝑗𝑗,𝑛𝑛𝛹𝛹𝑗𝑗,𝑛𝑛(𝑡𝑡)�
𝑗𝑗=1,2

∞

𝑛𝑛=1

 

とすると，2 次元のブラウン運動のシミュレーションになる。 
また，Payley-Wiener[24]は 𝑥𝑥 ∈ [0, 1] の一様乱数の確率積分変換から構成した標準正規確率変

数の列 
𝑋𝑋0(𝑥𝑥),𝑋𝑋1(𝑥𝑥),⋯ , 𝑖𝑖𝑛𝑛𝑑𝑑. ~𝑁𝑁(0, 1) 

をもとに 

𝑡𝑡𝑋𝑋0(𝑥𝑥) + � � 𝑋𝑋𝑘𝑘(𝑥𝑥)� 21/2 sin(𝑘𝑘𝜋𝜋𝑢𝑢)𝑑𝑑𝑢𝑢
𝑡𝑡

0𝑘𝑘∈𝐼𝐼(𝑛𝑛)

∞

𝑛𝑛=1

 

I(n)={k; 2𝑛𝑛−1 ≦ 𝑘𝑘 ≦ 2𝑛𝑛 − 1} 
は𝑡𝑡に関して一様に概収束してブラウン運動を定めることを示した。さらに Hunt [9]は二重和は
∑ だけ∞
𝑛𝑛 に帰着することを示した。 
なお，以上の二結果は原論文で当該部分を見出すことは難しいが伊藤[13]に要約されている。 
 
2.2 「イメージ」の局所構造と wavelet 

 「イメージ」（Mumford の用語ではとりわけ自然に見いだされる視覚的イメージ）は，Chap.6.5
においては，無限分解可能という特色を有していた（前回報告）。 

Chap.6.4 においては，イメージははっきりとそれとわかる distinctive local elements から成り⽴
っていると想定されている。自然現象には大局では説明されない局所的な(local)細かい構造要素が
固有にある。 



それにふさわしいアプローチが waveletである。waveletとは wave+letで，-let で「⼩さい」を
意味している。「⼩さい」とは，現象的に短時間に０から始まり０に終わるユニットが繰り返され
ることで，振幅も波長や振動数は一定せずまちまちで不規則である。人間の耳に届く聴覚データの
細かい振動はこの例である。大ぶりの Fourier 解析よりは局所的構造を始めとして多様で技巧的な
特色を持つ。地震波も単純な Fourier解析では分析しきれない。その意味では，waveletこそ多様で
不規則現象の分析に適し，数理科学よりは統計分析が扱う対象としている。 

Mumford はこの wavelet に注目して自然イメージの構造を分析している。wavelet は後述するよ
うに Fourier 解析の代用版とみてよいが，必ずしもよく知られているわけではない（『数理科学事
典』[34]には項目にないが『統計学辞典』[ 35 ]にはある）。確率論で指導的役割を果たしてきた池
田信行「偶然の輝き[10]」は，ブラウン運動の研究に Fourier解析を使ったのち waveletにも注目
して古典的 Haar 関数の利用をしている(pp91)。確率過程への応用としての wavelet 入門として優
れているといえよう。 
 
３．wavelet変換 

3.1 母 wavelet 
 wavelet変換は，Daubechies(ドブシー) [4]によれば，データや関数，作用素を異なった周波数

成分に分け[Fourier 解析に類似]，それぞれの成分をそのスケールに合った解像度で調べる tool で
ある([  ]内追加) 。wavelet 変換は，波の繰り返しの元になる基礎ユニットからはじまる。これを
母 wavelet（mother wavelet）といい，それらしい関数が歴史的に何通りも提案されている。図１に
掲げる Morlet[19], Meyer[18]に始まり，Mexican hat 関数 

𝜓𝜓(𝑥𝑥) =
2
√3

𝜋𝜋−
1
4(1− 𝑥𝑥2)𝑒𝑒−

1
2𝑥𝑥

2
 

など多く知られている。これは多項式とガウス型（正規分布型）関数によるが，他の例として Fourier
変換で知られる sinc 関数を用いた母 waveletに 

𝜓𝜓(𝑡𝑡) = 2sinc(2𝑡𝑡) − sinc(𝑡𝑡) =
sin(2𝜋𝜋𝑡𝑡) − sin (𝜋𝜋𝑡𝑡)

𝑛𝑛𝑡𝑡
 

もある（以下変数を𝑡𝑡に変えた）。なお，wavelet よりはるか以前のHaar 関数[6]も数えていいであ
ろう（後述および６．）. 
  Mumford が当初導入したのはイメージ分析に使う 2 次元で，独特の「ガウス差関数」
(Difference of Gaussian，DOG)である。文字通り，二次元ガウス関数（独⽴な２次元正規分布
N2(０, σ2I)）の分散パラメータσ2を変えた差であり，同心円の等高線の高さの差(正負)が同心円
としてあらわれる（図２）。 
 さらに詳しく解説しているのは Gabor 関数である。Gabor 関数は歴史的に遡り[5 ]，元来 
信号処理理論を扱っているが，後述のようにさまざまに改変されて，２次元イメージを分析し復元
する filter として，現在よく知られる画像データ処理ソフト JPEG(Joint Photographic Expert 
Group)の大元の基礎理論となっている。 
 
 



           
図１ 母 wavelet 関数の例 

 
 

図２ Mumford のDOD 関数 Pattern Theory ｐ338 fig 6.10 



 waveletの数学理論では，「波」の単位ユニット母 wavelet𝜓𝜓(𝑥𝑥)を決めそれをさまざまに平行移動変
換（shift）あるいは伸縮の尺度変換をして（まとめて「アフィン変換」という）多様な波を生成する
基底（base）とする。すなわち𝜓𝜓(𝑥𝑥)のアフィン変換から生成した「子 wavelet」（child wavelet）の系 

𝜓𝜓𝑎𝑎,𝑏𝑏(𝑡𝑡) =  
1
√𝑎𝑎

 𝜓𝜓�
𝑡𝑡 − 𝑏𝑏
𝑎𝑎

�, 

の最適線形結合で，信号データ𝑥𝑥𝑎𝑎(𝑡𝑡)を表示する。もし系{𝜓𝜓𝑎𝑎,𝑏𝑏(𝑡𝑡)}が Fourier変換同様に正規直交系 
Orthonormal system になっているなら（Haar 関数系ではその構成はむずかしくない），そのアナロ
ジーで𝑥𝑥の「wavelet 変換」を，正規直交系との内積表示で 

𝑊𝑊𝑇𝑇𝜓𝜓{𝑥𝑥}(𝑎𝑎, 𝑏𝑏) =  〈𝑥𝑥,𝜓𝜓𝑎𝑎,𝑏𝑏〉 =  � 𝑥𝑥(𝑡𝑡)𝜓𝜓𝑎𝑎,𝑏𝑏(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑏𝑏
ℝ

 

とすれば，𝑊𝑊𝑇𝑇𝜓𝜓{𝑥𝑥}(𝑎𝑎, 𝑏𝑏)で 

𝑥𝑥𝑎𝑎(𝑡𝑡) = � 𝑊𝑊𝑇𝑇𝜓𝜓{𝑥𝑥}(𝑎𝑎, 𝑏𝑏) ∙ 𝜓𝜓𝑎𝑎,𝑏𝑏(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑏𝑏
ℝ

 

のように𝜓𝜓𝑎𝑎,𝑏𝑏(𝑡𝑡)で表示される。 
なお𝑎𝑎, 𝑏𝑏を連続的に選ぶかわりに，𝑎𝑎, 𝑏𝑏を固定し，𝑚𝑚,𝑛𝑛で選んで，子 waveletを 

𝜓𝜓𝑘𝑘,𝑛𝑛(𝑡𝑡) =  
1

√𝑎𝑎𝑘𝑘
𝜓𝜓�

𝑡𝑡 − 𝑛𝑛𝑏𝑏𝑎𝑎𝑘𝑘

𝑎𝑎𝑘𝑘 � 

として𝑚𝑚,𝑛𝑛で離散的に 

𝑥𝑥(𝑡𝑡)  =  � �〈 𝑥𝑥,  𝜓𝜓𝑘𝑘,𝑛𝑛 〉 ∙ 𝜓𝜓𝑘𝑘,𝑛𝑛(𝑡𝑡)
𝑛𝑛∈ℤ𝑘𝑘∈ℤ

 

と表わすことも計算の実行上考えられる。 
 

3.2 Haar関数 
説明例として，古典的に良く知られている Haar 関数[6] 

𝐻𝐻(𝑥𝑥) = � 
   1 (0 ≦ 𝑥𝑥 < 1 2⁄ )
−1 (1 2⁄ ≦ 𝑥𝑥 < 1)

   1   その他            
 

 
 
 
 
 
 
 

図３ Haar 関数 
を母 wavelet に選ぶ。これを基礎として，a,b を countableにとり，うまく 

H((x-b)/a)；a=尺度パラメータ，b=位置パラメータ 
を生成すれば{Hab ;a,b}が𝐿𝐿2の正規直交系とすることは関数がコンパクトな「台」（support，その
上で 0 にならない集合）を持つことから操作的にも容易である。したがって，Fourier 解析同様の



signal の直交展開ができ，かつ Fourier 展開で可能でなかった微細な局所構造が明らかにできる。 
実際 Haar 関数から生成されるHaar 関数系は 

𝐻𝐻𝑛𝑛(𝑥𝑥) = 2
𝑗𝑗
2𝐻𝐻�2𝑗𝑗𝑥𝑥 − 𝑘𝑘�,     𝑛𝑛 = 2𝑗𝑗 + 𝑘𝑘,   0 ≦ 𝑘𝑘 ≦ 2𝑗𝑗 

のように系列化され，区間[𝑘𝑘2𝑗𝑗, (𝑘𝑘 + 1)2𝑗𝑗]の特性関数は，これら �𝐻𝐻𝑛𝑛(𝑥𝑥);𝑛𝑛＝0,1,2, … �を 
j=0; 𝐻𝐻1 
j=1; 𝐻𝐻2 𝐻𝐻3 
j=2; 𝐻𝐻4 𝐻𝐻5 𝐻𝐻6 𝐻𝐻7 
J=3; 𝐻𝐻8 𝐻𝐻9 𝐻𝐻10 𝐻𝐻11 𝐻𝐻12 𝐻𝐻13 𝐻𝐻14 𝐻𝐻15 

のように並べてみると，同じ行にあるものは最初のものを平行移動したもので，それらは全て同じ
台をもつ関数である。 
図４は，I.ドブシー「wavelet10 講 [4]」に掲載されている図である。詳細は略すが,二つの Haar 

waveletが描かれ，“狭い”wavelet の台は“広い”waveletが定数であるような区間に完全に含まれて
いる。 

 
図４ Haar 関数の細部 ドブシー「wavelet10 講」ｐ.13 参照 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

  



 
 

図 5 Haar 関数ｔ=0 の細部 ドプシー『wavelet10 講』p.15参照 
 

上図では台が[- 2J1, 2J1]であり，[k2-J0 , (k+1)2-J0[ で区分的に定数となる関数ｆ，3通りの下図は f
の一部の拡大である。それぞれの区間の組について，f はそれらの上での値の平均に置き換えられ
る。f と f1との差はδ1であり，これはHaar wavelet の線形結合である。 

Haar 関数系の根拠はまた Brown 運動を構成できるという特徴づけにある。Haar 関数は𝐻𝐻(𝑡𝑡)の各
区分で，1, -1, 0 をそれぞれ2𝑡𝑡, 2(𝑡𝑡 − 1), 0に置き換えたテント型関数をΔ𝑡𝑡とし，これを平行移動して 

Δ𝑛𝑛(𝑡𝑡) = Δ�2𝑗𝑗 − 𝑘𝑘�           �𝑗𝑗 ≧ 0,𝑛𝑛 = 2𝑗𝑗 + 𝑘𝑘, 0 ≦ 𝑘𝑘 < 2𝑗𝑗� 
とすると 

� 𝐻𝐻𝑛𝑛(𝑢𝑢)𝑑𝑑𝑢𝑢 =  𝜆𝜆𝑛𝑛Δ𝑛𝑛(𝑡𝑡), 𝜆𝜆0 = 0,    𝜆𝜆𝑛𝑛 = 1 21+𝑗𝑗 2⁄⁄
𝑡𝑡

0
 

が容易に示せて 

�𝑋𝑋𝑘𝑘(𝑥𝑥)𝜆𝜆𝑛𝑛𝛥𝛥𝑛𝑛(𝑡𝑡)
∞

𝑛𝑛=1

 

は𝑥𝑥(𝑎𝑎. 𝑒𝑒. )において𝑡𝑡について一様にブラウン運動に収束する。 
 

3.3 Gabor関数 
Mumford はさらに２次元の Gabor 関数[5] も詳細に扱っている（ただし完全に明瞭ではな

い）。1D, 2D ともに Impulse応答として Gabor 関数はガウス関数と三角関数の積として定義され 
るが，当初は 1D で，図のようにサイン波 (a)（またはコサイン波）をガウス関数 (b) で包絡
(convolve)して Gabor 関数の応答 (c) ができ，必要な位相の調整をすればたしかに母 waveletにな
っている。 

about:blank


 
図６ 1D Gabor 関数の構成 

 
2D でも x の関数であるGabor 関数は，w をガウス関数，s を三角関数として 

𝑔𝑔(𝒙𝒙;  𝐴𝐴,𝒖𝒖,𝑃𝑃) = 𝐾𝐾exp(𝑖𝑖𝑃𝑃)𝑤𝑤(𝒙𝒙;𝑨𝑨)𝑠𝑠(𝒙𝒙;𝒖𝒖) 
で定義される。ここで K はガウス型の包絡面の強度のスケール，Aは包絡面の軸の尺度と方向を指
定する線形変換，uは搬送波の空間周波数と方向を表す波数ベクトル（各方向の波長の逆数），Pは
位相調整を表す。Aが方向θが含むことは２つの次元 x,y が独⽴でなく関連する（斜め方向の）微
妙な刺激応答を確保するためである。 
 式としては，２D の場合ガウス型の包絡曲面の方向𝜃𝜃と各軸の尺度パラメータ𝜎𝜎𝑥𝑥 ,𝜎𝜎𝑦𝑦で 

𝐴𝐴�𝜃𝜃,𝜎𝜎𝑥𝑥,𝜎𝜎𝑦𝑦� = � cos𝜃𝜃 −sin𝜃𝜃
sin𝜃𝜃    cos𝜃𝜃 �

⎝

⎜
⎛

 

1
𝜎𝜎𝑥𝑥

0

0
1
𝜎𝜎𝑦𝑦

 

⎠

⎟
⎞ 

として 
(𝑥𝑥′,𝑦𝑦′) = (𝑥𝑥,𝑦𝑦)𝐴𝐴(𝜃𝜃,𝜎𝜎𝑥𝑥 ,𝜎𝜎𝑦𝑦)で 

から 

     𝑤𝑤 �𝑥𝑥,𝑦𝑦;𝐴𝐴�𝜃𝜃,𝜎𝜎𝑥𝑥,𝜎𝜎𝑦𝑦�� = exp�−
𝑥𝑥′2 + 𝑦𝑦′2

2
 � 

𝑠𝑠(𝑥𝑥,𝑦𝑦;  𝒖𝒖) = exp (2𝜋𝜋𝑖𝑖(𝑥𝑥,𝑦𝑦) ∙ 𝒖𝒖) 
と表す。実部と虚部に分けた表現は 

Re 𝑔𝑔(𝑥𝑥,𝑦𝑦) = 𝐾𝐾exp�−
𝑥𝑥′2 + 𝑦𝑦′2

2 � cos(2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑥𝑥′ + 𝑃𝑃), 

Im 𝑔𝑔(𝑥𝑥,𝑦𝑦) = 𝐾𝐾exp�−
𝑥𝑥′2 + 𝑦𝑦′2

2 � cos(2𝜋𝜋𝜋𝜋𝑥𝑥′ + 𝑃𝑃). 



最後に生物の視覚細胞の応答特性は，Gabor 関数でよく記述されることが知られており，人間の
視覚系においても空間周波数別に視覚刺激を認識している([30])。ここまでは wikipedia Gabor 
filter による。Pattern Theory で扱われている Gabor 関数の表現では 
 

            𝐺𝐺𝑎𝑎𝑏𝑏𝜎𝜎,𝜃𝜃,𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑛𝑛 = 𝑅𝑅𝜃𝜃 ○ 𝑆𝑆𝜎𝜎 �cos(𝜅𝜅, 𝑥𝑥) − 𝑒𝑒−
𝑘𝑘2

2 � ∙ 𝑒𝑒−
1
2(𝑥𝑥2+(𝑦𝑦 2⁄ )2)    

𝐺𝐺𝑎𝑎𝑏𝑏𝜎𝜎,𝜃𝜃,𝑜𝑜𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑅𝑅𝜃𝜃 ○ 𝑆𝑆𝜎𝜎(sin(𝜅𝜅, 𝑥𝑥) 𝑒𝑒−
1
2�𝑥𝑥

2+(𝑦𝑦 2⁄ )2�) 
 
であるが，十分な説明が省かれている不明部分があり，さしあたりはそのままとしよう。 
 

 
 

図７Gabor 関数の表示と視覚イメージ（斜め部分が示されている） 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

図８ Gabor 関数の実部及び虚部 



４．window Fourier変換による wavelet 
4.1 window関数の考え方 
Fourier 解析のアナロジーから，wavelet（正確には wavelet 同様の数理）を作り出すこともでき

る。すなわち Fourier 解析ではスペクトル推定のために，周波数領域で spectral window（窓）とい
われる平滑化関数を施すことがある。この平滑化関数はコンパクトな台を持っており，スペクトル
関数を局所化する効果があり，データ領域（統計学でいう標本空間）に読み替え転用して「母
wavelet」のように考えれば，waveletが構成される。すなわち「窓」を広義に使っている。 
 もともと，Fourier解析で高周波領域を統計的に推定する場合，データの振動が激しくたとえ平
滑化してもデータが追随できず高周波領域の推定の信頼性が低下する（統計学的には推定の一致性
が成り⽴たない）ため，コンパクトな台をもつ関数を掛けて領域を制限（フィルタリング)する。
これを「window 関数」といい，多項式や三角関数を用いて数多く提案されている(後述 5)。 
時系列分析においてスペクトル密度の推定式（後述）で系列相関関数 rk にかかる重み係数として

Hamming window 
1

2𝜋𝜋
 �0.54 + 0.46cos

𝜋𝜋
𝐾𝐾
𝑘𝑘�  ,    (𝑘𝑘 = 0, ±1,⋯ , ±𝐾𝐾) 

 
はよく利用されるものの一つであるが，waveletへ転用する際は,変数は連続的に取るものとする。 
 

4.2 window関数による wavelet変換 
Fourier 変換を❛wavelet 的❜に転用するには，window Fourier 変換で関数 f(t)に局所的に t にお

いて window 関数𝑔𝑔(. )を掛けその積の Fourier 係数 

�𝑇𝑇𝑤𝑤𝑖𝑖𝑛𝑛𝜋𝜋�(𝜔𝜔, 𝑡𝑡) = �𝜋𝜋(𝑠𝑠)𝑔𝑔(𝑠𝑠 − 𝑡𝑡)𝑒𝑒−𝑖𝑖𝜔𝜔𝑠𝑠 𝑑𝑑𝑠𝑠 

を計算し，この手順を，window 𝑔𝑔(. )をあたかも母 wavelet として𝑔𝑔(t-t0), 𝑔𝑔(t-2t0), …と移動を繰
り返し，かつ周波数部分も変えながら 

𝑇𝑇𝑘𝑘,𝑛𝑛
𝑤𝑤𝑖𝑖𝑛𝑛(𝜋𝜋) = �𝜋𝜋(𝑠𝑠)𝑔𝑔(𝑠𝑠 − 𝑛𝑛𝑡𝑡0) 𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑘𝑘𝜔𝜔0𝑠𝑠𝑑𝑑𝑠𝑠 

とすればよい，explicit に正面から子 wavelet を入れれば 

(𝑇𝑇𝑤𝑤𝑎𝑎𝑒𝑒𝜋𝜋)(𝑎𝑎,b)=|𝑎𝑎|−
1
2 ∫ 𝑑𝑑𝑡𝑡𝜋𝜋(𝑡𝑡)Ψ �𝑡𝑡−𝑏𝑏

𝑎𝑎
� 

あるいはアフィン変換を離散化して 

𝑇𝑇𝑘𝑘,𝑛𝑛
𝑤𝑤𝑎𝑎𝑒𝑒(𝜋𝜋) = 𝑎𝑎0

−𝑘𝑘/2 �𝜋𝜋(𝑡𝑡)𝛹𝛹(𝑎𝑎0−𝑘𝑘𝑡𝑡 − 𝑛𝑛𝑏𝑏0)𝑑𝑑𝑡𝑡 

としてもよい。 



 
図９ window 関数と wavelet  ドプシー[4]より 
 

ここまでは windowFourier 変換を wavelet 変換へのアナロジーと考えたが，再定義によって完全
に wavelet 変換を導くことができる（証明略）。 

 
５. window関数 
時系列データの Fourier 解析には，Hamming window を始めとしてさまざまな window 関数が用

意されているから，これを利用すれば理論的にはさまざまな wavelet 分析を行うことができる 
ここでは時系列分析の成書[32 ][33]から解説なしに引用しておこう。 

A. 原系列  

𝑘𝑘𝑇𝑇(𝜆𝜆) =
sin2(𝜆𝜆𝑇𝑇 2⁄ )

2𝜋𝜋𝑇𝑇 sin2(𝜆𝜆 2⁄ ) 

   ℎ2𝑇𝑇−1(𝜆𝜆) =
sin(𝜆𝜆(𝑇𝑇 − 1) 2⁄ )

2𝜋𝜋 sin(𝜆𝜆 2⁄ )  

B. 打ち切り(略) 
C, D Bartlett, 修正 Bartlett 

𝑘𝑘𝐾𝐾(𝜆𝜆) =
sin2(𝜆𝜆𝐾𝐾 2⁄ )

2𝜋𝜋𝐾𝐾 sin2(𝜆𝜆 2⁄ ) 

E.  Daniell（略） 
F.  Blackman-Tukey（略） 
G.  Hanning（略） 
H.  Hamming (原推定式)  

𝜋𝜋(𝑣𝑣) =
1

2𝜋𝜋
� �0.54 + 0.46

𝜋𝜋
𝐾𝐾
𝑟𝑟�

𝑟𝑟𝐾𝐾

𝑟𝑟=−𝐾𝐾

cos𝑣𝑣𝑟𝑟𝐶𝐶𝑟𝑟 

I. Parzen（略） 
J. Parzen（略） 
K. 離散和からの平均(略) 
 



 
図 10 window 関数 A 𝑘𝑘𝑇𝑇(𝜆𝜆), T=10 

 

 
図 11 window 関数 A ℎ2𝑇𝑇−1(𝜆𝜆), T=5 

 
６．waveletから JPEGへ 

     wavelet理論の発展の経過はおおむね以下の通りである(en wikipedia wavelet)。 
1. Haar 関数,1906[6] 
2. J.Morlet[19], G.Zweig, Grossman, 1970 年代 
3. Y.Meyer[18],D.Le Gall, A. Tabatabai, S.Mallat, I.Daubechies[4](ドブシー), R.Coifman, 

A.Akansu,V.Wickerhauser の 1980年代 
4. N.Delapart, Newland,ASaid, W.A.Perlman, T.Ebrahimi の 1990年代 



5. Joint Photographic Expert Group, JPEG 
     Mumford も wavelet理論の今後はデータの圧縮に向けられると予想し，到達点として 
    JPEG画像（図 12）を挙げている。 

 

 
                              図 12 JPEG 画像 Pattern Theory p.347 
 
７．エピソード 
 本稿が中心的に扱っている「Pattern Theory」著者 David Mumford 氏(以下敬称略)について述べ
ておこう。 

7.1.Mumford 略歴 
・1937 年，イギリスのサセックスに生まれる。 
・ハーバード大学にてザリスキのもと広中平祐とともに代数幾何学を研究する。1960年代に  

Mumford がハーバードの大学院生向けに行った講義から生まれた通称 Red Book（「代数幾何 
学講義」）は好評を博した。 

・1974 年，バンクーバーで開かれた ICM においてフィールズ賞を受賞。 
・1995~1999年国際数学者連合総裁。    
 
7.2 数学に関する思想(本稿関係) 

The Dawning of the Age of Stochasticity[20]と Numbers and the world[ 21]から，Mumford
の数学に対する思想が分かる部分を紹介する。 

7.2.1 The Dawning of the Age of Stochasticity (確率時代の夜明け) 
2000年以上もの間，西洋での考え方はアリストテレスの演繹論理に基づいてきた。すべて

の精密な理論，科学的モデル，また思考過程のモデルそのものすら原則として論理の縛りに
従ってきた。しかしながら，ギャンブルの戦略や死体の数え方を考案した中世ロンドンの暗
い時代から，確率論や統計的推論が現在，科学的モデル，特に思考過程のモデルのよりよい
基盤や，理論数学，さらには数学の基礎そのものさえ本質的構成要素となってきている。 
 我々の総体的な物事の見方に関するこの大いなる変革が次の千年紀の数学すべてに実質的
な影響を与えるだろう。 
7.2.2  Numbers and the world (数と世界) 
 70 歳で定年退職したとき，ブログを書くのはとても楽しいだろうと思った。私の問題であ
り，ブログを書く動機でもある一つの事実は，私が何か新しいことに興奮し続けるというこ
とである。・・・もっともっと多くの分野の本質的な考え方を学びたい，もっともっと多くの



議論可能な問題に関わりたいと思うあまり，病みつきになってしまったようだ。 
この点での私の貪欲さは，Haar か昔にさかのぼる。高校時代には計算機の設計に夢中にな

り，特殊相対性理論や数学の基礎を読みあさった。夏休みには，ウェスティングハウス社でア
ナログ・コンピューターを使って海底原子反応器のシミュレーションに取り組んだ。ハーバー
ド大学では，数学だけでなく物理学，生物学，天文学もさらに学ぼうとし，美術史やアングロ
サクソン語を履修したのは言うまでもない。(美術史は苦労した： 自分の力量を疑っていたの
で，音楽や哲学はあえて履修しなかった)。 

私たちが大学院生だった頃，バリー・マズア Barry Mazur と話をしていて，数学のすべての 
分野について基本的な理解を持ちたいという点で意見が一致したことを覚えている。しかし
その後，私はオスカー・ザリスキ，ジョン・テイト，アレクサンダー・グロタンディックに魅
了され，フォーカスするようになった。特にザリスキーは，代数幾何学に対する情熱に燃えて
いた。彼は秘密の花園にアクセスしているような気がした。 
 私は彼の庭への鍵が欲しくて，代数幾何学に落ち着いた。私は「infinitely near points」や
「blowing up」という考え方が好きだったが，特に抽象的な世界の写像であるモジュライ空
間に惹かれた。 
しかし，約 30 年後，ジョー・ハリスと私が節目を迎えたとき，放浪癖が再び襲ってきた。 

ラヴェッロで開かれた代数幾何学の会合で，ジャヤント・シャー（Jayant Shah）と私は，人 
工知能で何が起こっているのかについて語り合った。ジャヤント Jayant Shah と私は，神経生
物学だけでなく，AI に関連するコンピュータサイエンスの勉強にも打ち込んだ。シリコンと
神経組織における異なる実装の根底には，AI における統一された「計算理論」があるべきで
あり，数学，統計学，コンピュータサイエンス，工学，心理学，生物学からの洞察を組み合わ
せて，この進化する理論を構築すべきである。より単純な認知スキルの例，すなわち視覚から
始めるのが賢明であると考えた。私たちは，タコや人間など多様な動物が視覚を獲得している
ことに勇気づけられた。そこで私たちは約 20年間，視覚に集中した。 
 ジャヤントと私は，コンピュータ・ビジョンの分野に数学を持ち込むことを楽しんだ。し
かし，この分野は，毎年集まるたびにさまざまなベンチマークの漸進的な改善を競うエンジ
ニアたちによって支えられていた。 
私にとって，中心的な問題のひとつは，世界のイメージを理解する上で私たちが使う「形状」 

をモデル化するのに最適な数学は何かということだった。90 年代後半に IMU を通じてピー
ター・ミコール（Peter Michor）に会ったとき，私は彼が無限次元のリーマン幾何学を行うた
めの素晴らしい機械を作ったことを知った。 
私たちは約 10年間，形状の数学について一緒に研究し，私はリーマン幾何学と非線形解

析についてより深い理解を得ることができた。そして 2007 年，私は教職を退職した。 
 私が 80 年代に神経生物学を学んだとき，基本的にすべてのモデリングは，感覚から思
考，行動への一方向の情報の流れであるフィードフォワード(feed-forward)経路が皮質機能
の基礎であるという考えに基づいていた。脳内に遍在するフィードバック経路は，単に注意
の調節を表すものとして説明されていた。私はこれは意味をなさないと考え，別のモデルに



ついて広範囲に書いた。これに関連して，ベイズ統計学やその類似のグレナンダーのパター
ン理論を使用して思考をモデル化する必要があるという理論がある。エンジニアは神経生物
学者と同様，フィードフォワードのアルゴリズムに重点を置いていたため，事前確率からの
フィードバックを使用するアルゴリズムは忌み嫌われていた。しかし，私がよく考えてみる
と，どちらのコミュニティも，フィードバックが思考に不可欠な要素であるという見解に近
づきつつあるように思う。 
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