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クンマーの理想数はとても複雑で奇妙な技法であったのだが，デデキントがイ
デアルの概念を導入することによって理想数論を簡明に解釈し直した，と一般に
信じられている（と思われる）．しかし実際には，理想数は決して複雑で奇妙な概
念ではない．現今の可換代数の言葉で言えば，それは因子論であり，とくに体拡
大に伴う因子の延長の理論である．本講演では，付値の延長をクンマーの方法で
展開することによって，理想数の本質を明らかにする．
さらに，その考え方を一般的な加法付値の理論に生かせないかを考える．
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1 クンマーの考えた道
1.1 素元分解の具体例
ℓを固定された素数，そして有理数体Qに 1の ℓ乗根を添加した体をKとし，そ

の整数環をOとする：

K = Q(ζ), O = Z[ζ], ζ = exp 2πi/ℓ

pを
p ≡ 1 (mod ℓ)

を満たす素数とする．pをKで素元分解することを考える．pがKで素元分解で
きるとすれば，素元 πが存在して

p = NKπ = ππ′ · · · π(ℓ−2)

となるはずである．ここにNKはKからのノルムである．そこで仮にKに p上の
素元があるとして πとする．O/Oπ = Z/Zpなので，

ζ ≡ k (mod π)

を満たす有理整数 kが存在する．つまり ζ − kは πで割り切れる．したがって素因
数を見つけるには ζ − kの約数から探せばよい．ここに kは，ζℓ = 1だから，次を
満たす：

kℓ ≡ 1 (p), k ̸≡ 1 (p)

例 ℓ = 7, p = 29の場合

k6 ≡ 1 (mod 29)

の原始根として
k ≡ −4 (mod 29)

を採る．πを pを割り切る（仮想的な）素元とすると

ζ ≡ −4 (mod π)

としてよい．今NK(ζ + 4)を計算してみると

NK(ζ + 4) = 29 · 113

を得る．
f(ζ) = ζ4 − ζ3 − 1

と置けば，
f(−4) = (−4)4 − (−4)3 − 1 ≡ −5 + 6− 1 ≡ 0 (29)
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である．したがって f(ζ) ≡ 0 (π)が成り立つ．計算してみると

NKf(ζ) = 29

が成り立つ．したがって π = f(ζ) = ζ4 − ζ3 − 1が p = 29の素因数であって，

29 = π1 · · · π6

が成り立っている．ここに π1 = πで，πjは π1の共役である．

クンマーは ℓが ℓ ≤ 19なる素数である場合に，

p < 1000, p ≡ 1 (ℓ)

を満たす全ての素数 pに対してQ(ζℓ)における素元分解を具体的に与えた（1847）．
しかし p = 23になると，この計算は破綻する：

命題 ℓ = 23のとき，p = 47はQ(ζℓ)で素元分解ができない．あるいはまた，言
い換えれば既約元分解は一意的でない．

証明 F = Q(
√
−23) ⊂ Q(ζ23) であり，F の整数基は [1, ω], ω = (1 +

√
−23)/2で

ある．
NF (a+ bω) = a2 + ab+ 6b2

だが，この 2次形式は 47を表せない．したがって，47はQ(ζ23) からのノルムに
もならない．
4がk23 ≡ 1 (47)の原始根であり，1−4+421 ≡ 0が成り立つことから，1−ζ+ζ21

を選んで計算すると，
NK(1− ζ + ζ21) = 47 · 139

これによって，1 − ζ + ζ21が既約元であることがわかる．クンマーはもう一つ
の既約元分解を与えているが，それは省略する． O.E.∆.

クンマーは p < 1000の範囲で p ≡ 1 (mod 23)を満たす 8個の素数 pのうち，3

個について素元分解を与え，5個については素元分解ができないことを示している．
この研究に続いて，クンマーは理想数の導入に至る前に p ̸≡ 1 (ℓ)なる場合の研

究をしている（1846）．

1.2 理想数の導入
再度 ℓ = 23の場合を考え，

φ(ζ) = 1− ζ + ζ21
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と置く．φ(ζ)を始めとするノルムが 47で割り切れる ζ の多項式には 47の仮想的
な因子が含まれていると考える．その仮想因子（つまり，クンマーの言う理想数）
を P とすると P が持っている性質は次で特徴づけられる：

f(ζ) is divisible by P ⇔ f(ζ)Ψ(ζ) ≡ 0 (mod 47)

ここにΨ(ζ) = NKφ(ζ)/φ(ζ)であり，Ψ(ζ)は P 以外の 47の約因子は全て備えて
いる．
わかり易くするために現代的な記号と考え方で形式化する．

定義（理想数の現代風定義) Kを円分体Q(ζℓ)とし，pを素数とする．Kの整数
Ψが次の 2条件を満たすとき対 (p,Ψ)は pの理想数を定めると言う：

1. Ψ ̸≡ 0 (mod p)

2. Kの整数 α, βに対して αβΨ ≡ 0 (mod p)ならば

αΨ ≡ 0 (mod p),または βΨ ≡ 0 (mod p)

次に (p,Ψ1)と (p,Ψ2)が同じ理想数を定めるとは

αΨ1 ≡ 0 (mod p) ⇐⇒ αΨ2 ≡ 0 (mod p)

が成り立つこととする．この関係は明らかに同値関係である．そこで (p,Ψ)で定
まる同値類を pの理想数と呼ぶ．

定義 αが P で割り切れること（記号：α ≡ 0 (mod P )）を

α ≡ 0 (mod P ) ⇐⇒ αΨ ≡ 0 (mod p)

によって定義する．さらに

α ≡ β (mod P ) ⇐⇒ α− β ≡ 0 (mod P )

と定義する．
また αが P µで割り切れることを

α ≡ 0 (mod P µ) ⇐⇒ αΨµ ≡ 0 (mod pµ)

によって定義する．

以上のように定義されたあらゆる素数 p上の理想数 P の全体の集合を生成系と
する自由加群を考る．以後因子類群に進み，その有限性を証明して，フェルマー
の大定理が正則素数の場合には正しいことを証明するに至るのだが，こうしたク

4



ンマーの業績については [2]，第 4章「クンマーの金字塔」を参照．シャファレビッ
チ [4]は因子論を使って整数論を展開した珍しい本である．ちなみに言えば，Hasse

はイデアル論が大嫌いで，類体論を有名にした “Berichte”を例外として，イデア
ルという概念を可能な限り避けていた（cf. Hasse, History of Class Field Thery in

Cassels-Frölich [7]）．

2 離散付値の延長
2.1 基礎事項
本節は私が昔書いた論文 [1]の紹介である．クンマーの理想数論は実は因子論で

あることがEdwards[3]で詳細に解説されているが，一般化して付値の延長理論と
捉えるとさらに自然なものとして理解できること，ならびに付値の延長に関する
基本的ないくつかの定理が現今知られた方法（たとえば，シャファレヴィッチ [4]，
永田 [5]等）よりも容易に証明できることを話す．
まず予備知識として一般的な加法付値について基礎事項を記しておく．
Kを体とし，Γを（他のどの元よりも大きい元∞が添付されているという意味

で拡張された）全順序加群とする．写像 v : K → Γが次の３条件を満たすとき，K
の加法付値、略して単に付値であると言われる：

1. v(x) = ∞ ⇔ x = 0

2. v(xy) = v(x) + v(y) (∀x, ∀y ∈ K)

3. v(x; y) ≥ Min{v(x), v(y)}

Kを体とし，vをKの付値とするとき

A = {x (∈ K) | v(x) ≥ 0}, p = {x (∈ K) | v(x) > 0}

と置いて，Aを vの付値環，pを付値イデアル)，またA/pを剰余体と呼ぶ．Aは
Kにおいて整閉であり，局所環（すなわち唯一の極大イデアルを持つ環）である．
L/Kを有限次拡大とする（かならずしも分離拡大とは限らない）。V を Lの付

値とする。vの値群 Γvが V の値群 ΓV に埋蔵できて、V がK上では vと一致する
とき、V は vの Lへの延長であると言われる。

2.2 離散付値の場合
特に Γv = Z ∪ {∞}のとき，vはKの離散付値と言われる．さらに vが全射で

あるとき正規化された離散付値と呼ばれる．この場合は，v(π) = 1を満たす元が
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存在するので，それを vの一意化元（uniformizer）と呼ぶ．p = Aπである．

補題 1 vを体Kの離散付値とする．上の設定の下に，L/Kを（分離的とは限ら
ない）有限次拡大とし，BをAの Lにおける整閉包 (integral closure)とする．B
の元 ψが次の二つの性質を持つならば，

V (π) = V (ψ) + 1 (1)

を満たす vの Lへの延長となる離散付値 V が存在する：

1. ψ ̸≡ 0 (mod π)

2. α, β ∈ Bに対して

αβψ ≡ 0 (mod π) ⇒ αψ ≡ 0 (mod π) ∨ βψ ≡ 0 (mod π)

逆に V を vのLへの延長となる離散付値とすると（１）ならびに条件 1.,2.が成
り立つような ψ ∈ Bが存在する．

証明 ξ( ̸= 0) ∈ Bに対して ξ(ψ/π)n ∈ Bだが，ξ(ψ/π)n+1 ̸∈ B を満たす負でない
整数 nを取る．Bは完全整閉2であるから，こうした nの存在が証明される．そし
てその nは一意的に定まるので，これを V (ξ)と記す．また V (0) = ∞とする．こ
の V を Lから Z ∪ {∞}への写像に持ち上げる．このとき V が付値の条件を満た
すことが容易に証明される．
また V (π/ψ) = 1は V の定義から明らかなので (1) が成り立つが，同時にこれ
は V が Zの上への写像であることも示している．
さらにuがAの単数であればV (u) = 0, またV (πm) = mV (π)であるから，V は

vの延長である．V (ψ) + 1 = eと置けば，V (K×) = eZとなっていることに注意．
逆に V を vの Lへの延長となる離散付値とする．V (Π) = 1を満たすΠ ∈ Bを
取る．V (π) = eを満たす e ≥ 1が存在する．このとき α ∈ Bに対して

α ≡ 0 (mod π) ⇐⇒ α ≡ 0 (mod Πe)

が成り立つ．そこで ψ = Πe−1と置けば，条件 1.,2.が成り立つことは明らかであ
る． O. E. ∆.

補題 2 ψ ∈ Bに対して

Bψ = Bψ/Bπ = {xψ mod Bπ ; x ∈ B}
2ξ ∈ Lとする．ある α( ̸= 0)があって，αξn ∈ B (∀n ≥ 0) ならば ξ ∈ Bが成り立つとき，Bは

完全整閉と呼ばれる．一般に，Aが完全整閉な整域であれば商体K の任意の拡大 Lの整閉包Bは
完全整閉である（ブルバキ [6]，第 V章，演習問題 §1, no. 14．）
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と書く．このとき ψが補題 1の 2条件を満たすためには，Bψが環B = B/Bπで
極小イデアルを成すことが必要十分である．

証明 Bψが B における極小イデアルとする．このとき ψは条件 1.,2.を満足す
る． ∵ αβψ ≡ 0 (mod π)とし，αψ ̸≡ 0 (mod π) とする．Bψの極小性により
Bαψ = Bψである．従って，ψ ≡ γαψ (mod π)を満たす γ ∈ Bが存在する．ゆ
えに，

βψ ≡ β(γα)ψ ≡ γ(αβψ) ≡ 0 (mod π)

を得る．
逆に，ψ ∈ Bが条件 1.，2.を満たすとする．Bαψ ⊊ Bψ となるα ∈ Bが存在す

ると仮定する．BψからBαψへの全射を xψ → xαψから誘導する．dimABαψ <

dimABψ であるから，この全射は単射ではない．すなわち βαψ = 0なる βψ( ̸≡ 0

(mod π)) が存在する．つまり αβψ ≡ 0 (mod π)だが，βψ ̸≡ 0 (mod π)なので
αψ ≡ 0 (mod π)である．従って αψ = 0が成り立つ． O. E. ∆.

分析

1. 補題１の条件 1., 2.は次と同値である：
Bψに和と積を

xψ + yψ = (x+ y)ψ, xψ · yψ = xyψ

によって定義すれば，Bψは体を成す．

2. φ : B → Bψを φ(x) = xψによって定義すれば，上に定義したBψの演算の
下で φは準同型全射になる．像が体なのだから P =Ker φはBの極大イデ
アルである．

命題1 体Kの離散付値は任意の有限次拡大体Lの付値に延長できる．[L : K] = n

ならば，K の付値は Lへ高々n個の延長を有する．しかも延長付値はすべて離
散的である。Vj (j = 1, . . . ., g)を K の付値 v の Lへの延長付値のすべてとし，
Bj (j = 1, . . . , g)をその付値環とすれば

B =

g∩
j=1

Bj

が成り立つ．ここにBは vの付値環Aの Lにおける整閉包である．

証明 次の順に証明する：

1. 極小イデアルに対応する延長付値が少なくも一つ，しかし高々n個存在する
ことを示す．
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2. 極小イデアルに対応する延長付値の全体を V1, . . . , Vgとすると，定理に述べ
た等式が成り立つことを示す．

3. 付値の（必ずしも離散付値と限らない）延長は極小イデアルからもたらされ
ること，従って離散付値であることを示す．

第1段 B = B/Bπ, A = A/Aπと置く．{xj}をA上独立な元の系とすると，{xj}
はK上 1次独立である．従って dimAB ≤ n = [L : K] が成り立つ．
{M j}をBの極小イデアルの系とすると，∑j Mjは必然的に直和であり，Mjは

A上のベクトル空間だから，∑j M jの次元も nを超えることはできない．従って，
極小イデアルの数は n以下である．
第 2段 V1, . . . , Vgを極小イデアルに対応して得られるような，vのすべての延長
とし，B1, · · · , Bgをそれぞれの付値環とする．B ⊆ ∩jBjは自明だから，逆の包含
関係を示す．α ̸∈ Bと仮定すると，Vj(α) < 0となる jが存在することを言えばよ
い．α = β/a, β ∈ B, a ∈ A, v（a）> 0と表すことができる．α ̸∈ Bであるから，
v（a）> 0である．これによって β ̸≡ 0 (mod π) と仮定してよい．補題の結果から
Vj(β) < Vj(π)なる Vj が存在する（Bβに含まれる極小イデアルを Bψとすれば，
これから作られる Vj が当該の性質を持つ）．したがって Vj(α) = Vj(β)− Vj(a) <

Vj(π)− Vj(a) ≤ 0である．これは α ̸∈ Bjを意味し，逆の包含関係が示された．
第3段 延長は極小イデアルから得られるV1, . . . , V gに限ることを示そう．V をそ
れ以外の延長（必ずしも離散付値とは限らない）とする．付値の独立性からVj(ξ) ≥
0 (j = 1, 2, . . . , g)で，V (ξ) < 0 なる ξ ∈ Lが存在するが，前者から ξ ∈ B，後者
から ξ ̸∈ Bが得られて矛盾を生じる． O. E. ∆.

2.3 分岐分解定理
定義 V を（離散付値とは限らぬ）付値 vの Lへの延長とし，Bを V の付値環，
P をその付値イデアルとする．V の拡大L/Kにおける V の分岐指数 e，ならびに
V の相対次数 f を次のように定義する：

1. e = (V (L)：V (K))

2. f = [B/P : A/p]

命題２ (分岐分解定理） V1, . . . , Vgを離散付値vのLへのすべての延長とし，ej, fj
をそれぞれの分岐指数，相対次数とすると，

g∑
j=1

ejfj = [B/Bp : A/p] ≤ [L : K] (2)

8



まず次の命題から始める：

命題３ K の離散付値 vの Lへの延長のすべてを V1, . . . , Vgとし，それらの付値
イデアルを P1, . . . , Pg とすれば，

Bπ =
∩
j

P
ej
j

証明 α ∈
∩

j p
ej
j とすると Vj(α) ≥ ej が各 jに対して成り立つ．Vj(π) = ej だか

ら Vj(α/π) ≥ 0 (∀j)となり，定理１から α ∈ Bπ = Bpを得る． O.E.∆.

これまでに述べた命題１，命題２は離散付値ではなく，一般の加法付値でも成
り立つ．しかし加法付値の場合は証明が難しくなる．離散付値の場合，付値環が
ネーター環で，しかも PIDであることが証明を易しくする理由である．

命題２の証明 Vjの付値イデアルを Pjとし，pj = Pj ∩ Bとすると，

B/
∩
j

p
ej
j
∼= B/pe11 ⊕ · · · ⊕ B/pegg

なぜなら piと pjは i ̸= jのとき互いに素，つまり pi + pj = (1)だからである．
さらにまたB/p

ej
j
∼= Bj/P

ej
j だから,上の系と合わせて，

B/Bπ ∼= B1/P
e1
1 ⊕ · · · ⊕ Bg/P

eg
g

である．A上のベクトル空間の列

Bj/P
ej
j ⊋ Pj/P

ej
j ⊋ · · · ⊋ P

ej−1
j /P

ej
j

を考える．A上のベクトル空間として

(P k−1
j /P

ej
j )/(P k

j /P
ej
j ) ∼= P k−1

j /P k
j
∼= Bj/Pj

であるから，

dimAP
k−1
j /P

ej
j − dimAP

k−1
j /P

ej
j = dimABj/Pj = fj

従って
dimABj/P

ej
j = ejfj

である．従って dimAB =
∑

j ejfjが得られた．一方では定理 1の証明中に示した
通り dimAB ≤ nが成り立つ． O. E. ∆.

命題４ L/Kを離散付値 vを持つ体Kの有限次拡大とする。次の場合は (2)にお
いて等号が成り立つ．すなわち
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g∑
j=1

ejfj = [B/Bp : A/p] = [L : K]

が成り立つ：

1. L/Kが分離拡大である．

2. Kが vに関して完備である．

3. Aがある体上有限生成である．

証明 (1) L/Kが分離拡大の場合，L = K(θ), θ ∈ Bとし，f(x)を θの満たす
モニック既約多項式とすれば，

f ′(θ) ̸= 0, かつ f ′(θ)B ⊆ A[1, θ, . . . , θn−1]

がわかる．AはPIDなのでBもA上階数 n（ = [L : K]）の自由加群である．これ
より容易に [B/Bp : A/p] = [L : K]が従う．
(2) Kが完備であるとする．B/Bπ = A[ξ1, . . . , ξm]とすると，α ∈ Bに対し，

α = a1ξ1 + · · ·+ amξm + πα1, α1 ∈ B

と表せる．α1に同じ操作を行い，これを続ければ，Aが完備であることから，α ∈
A[ξ1, . . . , ξm]がわかる．従ってm = nでなければならない．故にBはA上階数 n

の自由加群である．
(3) Aがある体上有限生成のときBが有限生成A加群となることは永田 [5]にある
（定理 3.9.5）． O. E. ∆.

命題 4の３．は一般の加法付値でも成り立つが，１．，２．の証明には離散付値
という条件が使われる．分離拡大でなければ，等号が成り立たない例がシャファ
レヴィッチ [4]にある（第３章 §4. 問題９）．一般的な加法付値でL/Kが分離拡大
の場合にどうなるかは現在検討中である．

3 加法付値の延長
3.1 極大イデアルと極小イデアル
vを体Kの加法付値とする．Aを vの付値環，pを付値イデアルとする．
L/K を分離的とは限らない有限次拡大とする．K の Lにおける整閉包をBと
する．さらに，B = B/Bp, A = A/p と記す．

以下の話は次の二つのステップからなる．
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1. B = B/Bpの極小イデアルとBの極大イデアルの間の１対１対応を与える．

2. Bの極大イデアルと Lの延長付値の間の 1対１対応を与える．

命題１ Bの極大イデアルの個数は有限であり，Bの極小イデアルの個数も有限
である．

証明 Bのすべての極小イデアル（体）の集合をXとする3．Bのすべての極大イ
デアルの集合を Y とする．Bψ ∈ Xに対して自然な全射 J : B → Bψ の核P は Y

の元である．このBψに P を対応させる対応をΦと記そう．
Φは全射である．なぜなら P ∈ Y に対して P に含まれる極小イデアルを一つ

取ってBψとすると，P による局所化BP = S−1
P Bを考えるとすぐわかるように，

Pψ = 0が成り立つ．すなわちΨ(P ) = Bψであるからである．
Bはベクトル空間としてA上有限次元（≤ n = [L : K]）4であるが，極小イデア
ルの和は直和であって，ベクトル空間としての次元は nを超えることができない．
つまりXは有限集合である． O.E.∆.

次に極大イデアル P に Lの付値を対応させることを考えよう．

補題１ 整閉整域Bと極大イデアル P の組 (B,P )が次の意味で極大性を持てば
Bは商体 Lの付値環である：

B ⊆ B′ ⊊ L, P ⊆ P ′ ⇒ B′ = B, P ′ = P

証明 (B,P )が上に述べた意味で極大であるとする．B が付値環である条件は
x ∈ L×に対してx ̸∈ Bならば，1/x ∈ Bが成り立つことである．そこでx ( ̸= 0) ∈ L

に対して x ̸∈ B，しかも 1/x ̸∈ Bである xが存在したとせよ．
P ⫋ P [1/x], B ⫋ B[1/x]なので (B,P )の極大性により，1 ∈ P [1/x]である．
故に

1 = a0 + a1/x+ · · ·+ an/x
n, aj ∈ P (j = 0, 1, . . . , an)

と表せる．従って
(1− a0)x

n + a1x
n−1 + · · ·+ an = 0

1− a0はBの単数であるから xはB上整的である．Bは整閉だから x ∈ Bが示さ
れたが，これは仮定に反する．故にBは付値環である． O. E. ∆.

補題 2 (B,P )を体 Lの整閉部分環とその極大イデアルの組とすると，

B ⊆ B′ ⊊ L, P ⊆ P ′

3極小イデアルは単項イデアルであることに注意．またX = {B}という場合も起こり得る．
4その証明には Aが付値環なので，有限生成のイデアルは単項イデアルであることが使われる．
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を満たす付値環 (B′, P ′)が存在する．

証明 B ⊆ Bλ ⊊ L, P ⊆ Pλ を満たすLの部分環Bλ とその極大イデアルPλの対
(Bλ, Pλ)の成す族をXとしよう．Xは自明な包含関係によって帰納的順序集合を
成すことは明らかので，ツォルンの補題によって極大ペア (B′, P ′)が存在する．
（B′, P ′)は前補題によって付値環である． O.E.∆.

命題 2 L/Kを有限次拡大，vをKの付値，Aをその付値環，BをAのLにおけ
る整閉包，P をBの極大イデアルとする．(B′, P ′)をB ⊆ B′ ⊊ L, P ⊆ P ′ なる
付値環とすればB′ = BP（Bの P による局所化）である．

証明 α ∈ B′とする．

1/(1 + α + · · ·+ αs) ∈ B, α/(1 + α + · · ·+ αs) ∈ B

なる自然数 s(≥ 2)が存在する（永田 [5],補題 4.8.3.）5．従って，

1/(1 + α + · · ·+ αs) ∈ B′, α/((1 + α + · · ·+ αs) ∈ B′

α ∈ B′なので，まず第１式から 1 + α+ · · ·+ αsはB′の可逆元であることがわか
るから，(1 + α + · · ·+ αs)−1 ̸∈ P ′となる．故に

(1 + α + · · ·+ αs)−1 ∈ B − P

従って
α = α(1 + α + · · ·+ αs)−1/(1 + α + · · ·+ αs)−1 ∈ BP

これによりB′ ⊆ BP が示された．逆の包含は自明である． O.E.∆

この命題によってB/pの極小イデアルの成す族，Bの各極大イデアルの成す族，
Lの付値環BP の成す族の濃度がいずれも等しいことが分かった．

3.2 一般の分岐分解定理
命題 3 Kを体，vをその付値，Aをその付値環とする．LをK の有限次拡大と
し，BをAの Lにおける整閉包とする．vの Lへのすべての（同値でない）延長
を V1, . . . , Vgとし，各 Vjの付値環をBjとすると次が成り立つ：

B =
∩
j

Bj

5残念ながらここだけ self-containedでない．加法付値の条件から直接示せる簡単な補題だが，
証明は省略する．
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さらに IをBのイデアルとすると

I =
∩
j

I∗j

ここに I∗j は Iの Pjに関する充満化，すなわち I∗j = IP ∩Bとする．

証明 ⊆は自明なので，逆の包含を示す．x ∈
∩

j Bjとせよ．Bjの極大イデアルPj

に対して sjx ∈ Bを満たす sj ∈ B − Pjを取る（Bj = BPj
に留意せよ）．{sj}jの

生成するイデアルはどの極大イデアルにも含まれないのでBに一致する．従って

1 =

g∑
j=1

ajsj, aj ∈ B (∀j)

と表せる．故に
x =

g∑
j=1

ajsjx ∈ B

これで証明が終わった．Iに関しても同様である． O.E. ∆.

定義 Gを順序集合とする．Gの部分集合H ( ̸= ∅)が上界集合（major set）であ
るとは，x ∈ Hかつ x ≤ yならば y ∈ Hが満たされることを言う．

注意

1. Vj(Bj)の上界集合HはBjのイデアル Iによって

H = {Vj(x) | x ∈ I}

と表せる集合として特徴付けられる．

2. Vj(Bjp)は上界集合だが，Vj(p)は上界集合ではない．

定義 V (Bj)の上界集合の個数を付値 Vjの（あるいは Pjの）第一分岐指数6と称
し，ϵjと記す．ϵjはPjとBjpの間にあるイデアルの数と言い換えることができる．

命題 4 以上の定義と記号の下に次が成り立つ：

1. [B/Bp : A/p] ≤ n; 従って特に fj ≤ n = [L : K] が成り立つ．

2. [Bj/Bjp : A/p] = ϵjfj

6ブルバキ [6]による．
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証明 ξ1, . . . , ξmがB = B/BpのA = Ap上１次独立な系であるとする．ξ1, . . . , ξm
はK上でも１次独立であることを示せば，これはm ≤ [L : K]を意味する．
仮に

a1ξ1 + · · ·+ amξm = 0 (1)

がすべては 0ではないある a1, . . . , am (∈ K)に対して成り立つとすると，分母を
払って各 ajはAの元であるとしてよい．Aは付値環なので有限生成のイデアルは
単項イデアルである．従って (a1, . . . , am) = aを満たす a ∈ Aが取れる．両辺を a

で割ることにより，少なくとも一つ ai ̸≡ 0 (mod p)としてよい．(1)式を pを法と
して考えて，

a1ξ1 + · · ·+ amξm = 0

を得るが，これは ξ1, . . . , ξmがBのA上１次独立な系であるという仮定に反する．
すなわち ξ1, . . . , ξmはK上１次独立である．
Pjに対応するBの極小イデアルをBψjとするとB/Pj

∼= Bψj ⊆ Bであるから，
fj =dimAB/Pj ≤ dimAB ≤ nが成り立つ．

2. Vj(Bj)の上界集合 (⊇ Vj(Bjp))とBj のイデアル（⊇ Bjp）との１対１対応
を考えれば，ϵjはBjのイデアル（⊇ Bjp）の成す組成列の長さに等しい．しかし
Bjの組成列の各イデアル間の商加群はB/Pjに同型であって，A上の次元は fjで
ある．故に [BJ : Bj/Bjp] = ϵjfjが成り立つ． O.E.∆.

命題 5 Bの極大イデアルを P1, . . . , Pgとすると
g∑

j=1

ϵjfj = [B/Bp : A/p]

証明 qjをBpの Pjに関する充満化，すなわち qj = Bjp ∩Bとすると，§3, 命題
3によって

B/Bp ∼=
g⊕

j=1

B/qj ∼=
g⊕

j=1

Bj/Bjp

が成り立つ．これに上の命題を適用すれば結果が得られる． O.E.∆.

命題 6

ejfj ≤ [L : K]

証明 Vj, Bjを V, B, また ej, fjを e, f と添え字 jを略する．r ≤ eなる自然数を
任意に取る。eの定義により V (xi) ̸≡ V (xj) (mod V (K×) (i ̸= j) を満たすBの元
xi (i = 1, ..., r)が取れる．また f の定義によりBの元 yj (j = 1, ..., f)を P を法と
して考えた y1, ..., yf がA上１次独立であるように選ぶことができる．
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xiyj (i = 1, . . . r; j = 1, . . . , f)がK上１次独立であることを示せば，ef ≤ [L : K]

が示されたことになる．
仮に非自明な関係∑

i,j

aijxiyj = 0, aij ∈ A (i = 1, .., r; j = 1, ..., f)

があるとする．これを書き換えて(
r∑

i=1

ai1xi

)
y1 + · · ·+

(
r∑

i=1

aifxi

)
yf = 0

i ̸= i′ならば V (aijxi) ̸= V (ai′j′xi′)である．なぜなら仮に等号が成り立つとすると
V (xi) − V (xi′) = V (aij) − V (ai′j′) ∈ V (K)を得て，xiの選び方に反するからで
ある．そこで V (ai0j0xi0)が最小値であるとする．上式の両辺を ai0j0xi0 で割ると，
i ̸= i0のとき aijxi/ai0j0xi0 ≡ 0 (mod P )だから，

(ai01/ai0j0)y1 + · · ·+ (ai0f/ai0j0)yf ≡ 0 (mod P )

しかも yj0の係数は 1だから．これは y1, . . . , yf がA上で１次独立という仮定に反
する． O.E.∆.

命題 7 L/K を有限次拡大とする．体K の指数付値 vの Lへの延長 V の第一分
岐指数を ϵ，また分岐指数を eとする．このとき

1. vの付値イデアル pが単項イデアルであることと V の付値イデアルP が単項
イデアルであることは同値である．

2. pが単項イデアルならば，ϵ = eである．従って e < +∞が成り立つ．

3. （ブルバキ [6],第６章，§6.8,　命題４）pが単項イデアルではないならば，
ϵ = 1である．このときまた vの延長付値 V は唯一つである．

証明 V の付値環をBとし，P を付値イデアルとする．
1. V (P )が最小値を持つ場合．その値が V (Π)であるとする．BΠk = P kであり，
また P e ⊆ Bp が成り立つ．B = B/Bpのイデアルに関する降下列

B ⊋ P ⊋ P 2 ⊋ · · · ⊋ P e−1 ⊋ {0}

を考えると，これは組成列である．何故なら，P k ⊋ I ⊋ P k+1 なるイデアル Iが
あるとすると，kV (Π) < V (x) < (k + 1)V (Π)なる x ∈ I が存在することになる
が，これは V (Π)の最小性に反するからである．従って第一分岐指数の定義により
e = ϵである．
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次に V (p)にも最小値が存在することを示す．Bp = P ϵ であるから ϵV (Π) ≤
V (x) ≤ (ϵ+1)V (Π)を満たす x ∈ pが存在するが，V (Π)の最小性によってV (x) =

ϵV (Π)あるいは V (x) = (ϵ+ 1)V (Π)である．もしすべての x ∈ pに対して後者が
成り立つなら V (Bp) = V (P ϵ+1)となるから V (x) = ϵV (Π)を満たす x ∈ pが存在
する．こうした xを一つ取って πとすると V (π) = ϵV (Π)である．
2. V (P )が最小値を持たない場合．G = V (P ), H = V (Bp)とする．x ∈ Gを任
意に取ると，仮定によって 0 < z < xなる z ∈ Gが無数に存在する．(G : H) =

ϵ < +∞だからGのHによるの一つの類に，0と xの間に収まる複数の元，例え
ば，z1, z2が存在する．0 < zi < x (i = 1, 2)によって，その差 yは y ∈ H であっ
て，0 < y < xを満たす．Hは上界集合だから x ∈ Hである．従ってH = G，す
なわち ϵ = 1 である．従ってまた v(p)も最小値を持たない．
V を改めて Vj, P を Pjと置き直す．AのLにおける整閉包 Ic(A;L)をB，また

PJ ∩B = P とする．上ではPj = Bjpを証明したのだが，Vj(B) = Vj(Bj), Vj(P ) =

Vj(Pj)であることを考えて証明を見直せば，結局 P = Bpが成り立つことがわか
る．これは延長 Vjの取り方に関係なく成り立つのだから，延長付値は唯一である
ことがわかる． O.E.∆.

この命題によってV(P)が最小値を持つときは，P ⊋ qなる素イデアルが存在す
る（すなわち付値の階数が２以上である）としても，∩n P

n ⊋ qであること，つ
まり分岐指数は付値群の最小部分にしか関係しないことがわかる．従って次の系
が得られる．

系 加法付値 vがいわゆる準離散付値，すなわち体Kの付値群 v(K×)が辞書式順
序を備えた加群Znである場合，あるいはさらには付値群が，Γを任意の全順序加
群として，辞書式順序を備えた加群 Γ × Zという形をしている場合は，有限次拡
大体 L/Kの任意の延長付値 V に対して分岐指数は第一分岐指数に等しい．

証明 vのLへの延長付値を V とする．先の証明に見る通り，V (P )が最小値を有
するかどうかはKの付値 vが同じ性質を持っているかどうかによって決まる．命
題に挙げた形の全順序加群には最小元が存在するので命題によって e = ϵが成り立
つ． O.E.∆.

命題 8（付値の分岐分解定理） 体Kの加法付値 vの付値環をA，付値イデアル
を pとする．Kの任意の有限次拡大 Lにおける vのすべての（同値でない）延長
を V1, . . . , Vgとする．このとき次の不等式が成り立つ：

g∑
j=1

ejfj ≤ [L : K] (3.2)
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証明 １． v(p)が最小値を持たない場合は先の命題 7により付値の延長は一つし
か存在しない．従って命題 6は定理の主張を意味している．
2. pが最小値を持つ場合は，命題 7の 2. により ej = ϵjであるから，命題 5が適
用できる． O.E.∆.

註
1. pが単項イデアルである場合は ϵ = eが成り立つという事実は簡単ながらも
重要な事実だが，ブルバキ [6]は見落としたのではないかと思われる．もち
ろん，本稿における推論に誤りがなければ，の話である．

2. 知られている命題 3.5の証明（例えば，ブルバキ [6],永田 [5]）はかなり厄介
であり，また数学的帰納法が使われていて，本質が見えにくい．本稿のよう
にすれば見通しが良く簡潔であろう．

命題 9 Lkを付値 vを備えた体Kの有限次拡大とするとき、次の 4条件は同値で
ある：

1. BがA上有限生成の加群である．

2. Bが自由A加群である．

3. [B/Bp : A/p] = [L : K]

4.
∑

j ejfj = [L : K] ，かつ各 jに対して ϵj = ejが成り立つ．

証明 1.⇔ 2.はAの有限生成のイデアルは単項であることから容易に示せる．
2. ⇒ 3.も明らか．3. ⇒ 2.はあまり容易ではない．ξ1, . . . , ξn, (n = [L : K])

を B/Bpの基底となる Bの元とする．L = A[ξ1, ..., ξn]と置く．α ∈ Bを任意に
取り，M = L + AαとしてM = Lを証明れば，L = B が示せたことになる．
dimAB/Bp = nであることから自然な準同型写像 /Lp → M/Mp が全射であるこ
とがわかる．従ってM = L +Mpが成り立つ．M は有限生成A加群なので中山
の補題からM = L が従う（証明の詳細はブルバキ [6]，第VI章，§8.5. 定理２を
参照せよ）．
3.⇔ 4.の証明：命題５，および命題 8によって

[B/Bp : A/p] =
∑
j

ϵjfj ≤
∑
j

ejfj ≤ [L : K]

が成り立つことから得られる． O. E. ∆.

命題 10 加法付値 vがいわゆる準離散付値，すなわち体Kの値群 v(K)が辞書式
順序を備えた加群Znである場合，あるいはさらには値群が，Γを任意の全順序加
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群として，辞書式順序を備えた加群 Γ × Zという形をしている場合は，有限次拡
大体 L/Kの任意の延長付値 Vjに対して分岐指数 ejは第一分岐指数 ϵjに等しい．

証明 vのLへの延長付値を V とする．先の証明に見る通り，V (P )が最小値を有
するかどうかはKの付値 vが同じ性質を持っているかどうかによって決まる．命
題に列挙した全順序加群には最小元が存在するので命題７によって ej = ϵjである．
従って特に命題 7の系が成り立つ． O.E.∆.

重要な例 K = Q(X,Y )とする．
v(aXmY n) = m+ n

√
2, a ∈ Q, m, n ∈ Z

と定義すれば，これからKに付値 vが誘導される．値群は v(K×) = Z+Z
√
2，付

値イデアル pはそのうちm+ n
√
2 > 0を満たす元の全体である．さらに

{x (∈ K) | v(x) = 0} =

{
a
1 + f

1 + g
| a ∈ Q×, f, g ∈ p

}
= Q+ p

であるから剰余体は Qに同型である．v(p)には最小元が存在しないので，ϵ =

1, p2 = pが成り立っている．
次に，L = K(

√
X)とする．L/Kは分離拡大である．V (aXm/2Y n) = m/2+n

√
2

から誘導される vのLへの延長 V を考える．V (L×) = Z/2+Z
√
2であり，付値イ

デアル P はそのうちm/2 + n
√
2 > 0となる元の全体である．また剰余体はKの

場合と同様でQと同型である．以上から e = 2, ϵ = 1, f = 1が従う．
なお，Kの付値環Aは単項イデアル整域ではなく，またAのLにおける整閉包

BもA加群として有限生成ではない．
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