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1 はじめに
グラスマン多様体は与えられた線形空間の中の一定次元の線形部分空間全体の

集合として定義される．n次元線形部分空間のm次元線形部分空間全体からなる
グラスマン多様体はGr(m,n)という記号で表される．これはまた n− 1次元射影
空間 Pn−1のm− 1次元線形部分多様体（すなわちm− 1次元平面）全体の集合と
みなすこともできる．
このようなグラスマン多様体の原型は 19世紀半ばのCayleyやPlückerの直線幾

何学 [15]に見出される [8]．直線幾何学は 3次元射影空間の中の直線全体の集合を
舞台とする．今日の視点から見れば，この集合はGr(2, 4)である．Plückerはこの
集合に一種の同次座標（プリュッカー座標）を導入した．Gr(2, 4)はこの座標によっ
て 5次元射影空間P5の中に 2次曲面として埋め込まれる（プリュッカー埋め込み）．
このような一見異なる多様体の間の対応はF. Klein 1や S. Lieらによってさらに追
求されて，C. Segreらイタリア学派の代数幾何学者にも研究にもつながった．
19世紀後半の Schubertによる数え上げ幾何学の研究 [18, 19]の中にもグラスマ

ン多様体の原型が見出せる．Schubertは射影空間内のある条件を満たす直線や平
面の個数を数え上げることを問題にして，その条件設定の仕方や独自の記号的表
現を編み出した．Schubertの数え上げの方法は個数保存原理（Prinzips von der

Erhaltung der Anzahl）というあまり厳密でない原理に基づくもので，その記号的
計算も暗号的で解釈が難しかった．Schubertの方法の正当化はHilbertの 23の問
題の 1つとして 20世紀に持ち越されることになったが，そこで用いられたのがグ
ラスマン多様体とその特別な部分多様体（今日シューベルト多様体と呼ばれる）で
ある．Schubertの論文の中にもシューベルト多様体の次元勘定に相当する考察が
見出せる．
このようにCayley，Plücker，Schubertの研究は後年のグラスマン多様体の導入

につながるものだったが，じつはこれらの先駆的研究にはGrassmannへの言及が
皆無である．2Grassmannは 1844年に延長論（Ausdehnungslehre）と題する著作 [9]

1Plückerの弟子であり，Plückerの死によって中断された直線幾何学の基礎の完成に携わった．
2S. Gindikinの解説記事 [8]は 19世紀の直線幾何学が 20世紀後半の R. Penroseのツイスター

理論へつながった経緯を一般向けに紹介しているが，この解説記事にも R. Penroseの初期の論文
にも Grassmannの名前が見当たらない．
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を書いて，1862年に改訂版 [10]を出している（いずれもGrassmannの全集 [7]の
中に収録されている）．Grassmannの延長論は今日では線形空間論の始まりとみ
なされている．3線形空間を用いて構成されるグラスマン多様体にGrassmannの名
前が冠される理由はこの著作にあると考えるのは自然だが，直線幾何学や数え上
げ幾何学の創始者たちはGrassmannにまったく言及していない．
このことの背景には，Grassmannの延長論がその独特の用語・スタイルや内容の

難解さのために出版当時ほとんど無視され，1870年前後からようやく注目を集める
ようになった，という事情がある [5]．CayleyもPlückerも SchubertもGrassmann

の著作を知らなかったか，知っていたとしても関係があるとは考えなかったのだ
ろう．こうして次のような素朴な疑問が生じる：

1. いつ誰がグラスマン多様体という言葉を使い始めたのか？

2. なぜGrassmannの名前が入っているのか？

3. Grassmann自身はグラスマン多様体を考えたのか？

第 2の疑問についてはすでに 1つの答が知られている．たとえば，コルモゴロ
フ編『19世紀の数学』[2] 1.5節の「グラスマンの多次元幾何学」の項には次のよ
うな記述がある．

改訂版の「延長論」（1862）でグラスマンは、n次元ベクトル空間とそ
のベクトルの「外積」を定義したが、これは今日では単に nベクトル
と呼ばれる。グラスマンは任意のベクトルの外積を、基ベクトル（彼
は単位元と呼んだ）の外積の 1次結合として表した。この 1次結合の
係数は、いまでは n次元空間のm次元平面の「グラスマン座標」と呼
ばれる。この座標は n次元空間のm次元平面を調べる際の基本的な道
具となる。したがって、そのような平面の集まりを「グラスマン多様
体」と今日呼ぶのである。延長された量の加法，乗法がグラスマンを
「符号の変わる数」の代数へと導いたのだが、これについてはすでに述
べた。

ここに言及されている「グラスマン座標」はプリュッカー座標の別名である．また，
「符号の変わる数」はベクトルの外積を意味する．
第 3の疑問は多様体というもののの見方に関わっている．多様体（ドイツ語で

Mannigfaltigkeit，フランス語で variété）の概念はRiemannの 1854年の教授資格
取得講演 [17] において初めて登場したとされる．この講演が出版されて広く知ら

3G. Peanoは Grassmannの延長論に基づく著作 [14]を書いた．そこでは線形空間の公理的定
義と諸概念の定式化が行われたが，それはGrassmannの延長論を再構築する試みだった．この著
作では集合論の記号 ∈,∪,∩も導入されて，その後の Peanoの記号論理的方法の先駆けとなった．
Peanoはこの著作の出版の翌年に有名な自然数の公理を提案した．
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れるようになったのはRiemannの死後の 1867年のことである．4これはGrassmann

の延長論の出版時期よりも少し後になる．Grassmannは 1844年の延長論 [9]にお
いてもっぱら線形空間とその外積演算を扱った．1862年の延長論 [10]においては
そこに内積演算とさまざまな応用が加わったが，もっぱら線形空間を扱っているこ
とに変わりはない．延長論では点から始めて線分や直線，平行四辺形や平面，並
行 6面体や 3次元空間，というように次々に高次元の幾何学的構成要素を導入する
が，5Riemannの幾何学と違って，曲がった空間は視野に入っていない．それ以上に
重大なのは，空間内に広がった幾何学的構成要素を 1つの点（Raumelement）とみ
なす，というPlückerの幾何学 [15]のような視点が欠けていることである．6その意
味ではGrassmannが文字通りにグラスマン多様体を考えていたとは思えない．し
かしながら，上掲の『19世紀の数学』からの引用文が主張するように，Grassmann

が外積を用いてプリュッカー座標に相当するものを考えていたことは事実である．
以下では第 1の疑問についていくつかの文献を調べた結果を報告し，第 2・第 3

の疑問も考え合わせて，延長論とグラスマン多様体の関係について考えてみたい．

2 直線幾何学とグラスマン多様体
直線幾何学とグラスマン多様体Gr(2, 4)の関係を手短かに説明しておこう．なお，

ここでの説明の仕方は現代的なもので，Cayleyや Plückerのやり方とは異なる．
3次元射影空間 P3の直線 Lを指定するには，その上の相異なる 2点 x, yを与え

ればよい．x, yを同次座標（これも Plückerによって導入された）によって

x = (x1 : x2 : x3 : x4), y = (y1 : y2 : y3 : y4)

と表せば，Lのプリュッカー座標

pij = xiyj − xjyi =

∣∣∣∣∣ xi xj

yi yj

∣∣∣∣∣ (1 ≤ i < j ≤ 4)

が定まる．pijは一斉に 0になることはなく，プリュッカー関係式

p12p34 − p13p24 + p14p23 = 0

41873年 5月のNature誌にはこの講演のW. K. Cliffordによる英訳が掲載されている．Clifford
はGrassmannの外積代数とHamiltonの四元数を融合した代数 [4]（今日クリフォード代数と呼ばれ
る）を見出したことで知られるが，幾何学に関しても業績を残している．CliffordによるRiemann
の講演の英訳を読むと，Mannigfaltigkeitがmanifoldnessと訳されていることが目を引く．variété
（H. Poincaréによって Analysis Situs[16]において導入された）も含めて，これらはすべて「多様
性」を意味する言葉であり，数学用語に限らず普通の言葉としても使われている．

5このことは「空間」といえば 3次元空間を意味した当時において画期的なことだった．
6Plückerは射影平面内の直線が別の射影平面（双対射影平面）の点と対応するという事実から

出発して，射影空間内の直線を 1つの点とみなすという視点に到達した [8]．
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を満たす．さらに，このあと説明する簡単な考察によって，Lの点 x, yの選び方を
変えてもプリュッカー座標は一斉に定数倍されるだけであることがわかる．こうし
て p12, · · · , p34を同次座標とする P5の点

(p12 : p13 : p14 : p23 : p24 : p34)

がLから定まる．逆に，プリュッカー関係式を満たす P5の点にはある直線Lが一
通りに対応することがわかる．この対応

L ←→ (p12 : · · · : p34) ∈ P5

によって P3の直線全体の集合すなわちGr(2, 4)は P5の中のプリュッカー関係式で
定義される 2次曲面と対応する．
Lに対するx, yの選び方の影響を調べるためには，x, yの成分を並べた 2×4行列

ξ =

(
x1 x2 x3 x4

y1 y2 y3 y4

)

を考えるとよい．プリュッカー座標 pijはこの行列の 2次小行列式である．Lの各
点はある数の組 (t1, t2) ̸= (0, 0)によって

(t1x1 + t2y1 : t1x2 + t2y2 : t1x3 + t2y3 : t1x4 + t2y4)

と表せる．Lに対して x, yを選び直すことは ξに左側から 2× 2正則行列を乗じる
こと

ξ → hξ, h =

(
h11 h12

h21 h22

)
, deth ̸= 0

に相当する．これによってプリュッカー座標は pij → det(h)pij というように一斉
に定数倍される．これが上で指摘したことである．
この行列 ξによってR4の 2次元線形部分空間全体の集合との関係も説明できる．
直線 Lに対応するのは ξの 2つの行ベクトル

x = (x1, x2, x3, x4), y = (y1, y2, y3, y4)

によってR4の中に張られる線形部分空間

Span{x,y} = {t1x+ t2y | t1, t2 ∈ R}

である．ξに対する 2× 2正則行列の作用 ξ → hξは V の基底変換に相当する．こ
うしてGr(2, 4)をR4の 2次元線形部分空間全体の集合とみなすことができる．
ちなみに，第 4列の成分を 1にした行列

ξ =

(
x1 x2 x3 1

y1 y2 y3 1

)
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は P3内のアフィン空間R3の 2点 (x1, x2, x3), (y1, y2, y3)を通る直線に対応してい
る． Kleinは 19世紀数学を概観する著書 [1]の中でGrassmannの業績も紹介して
いるが，その説明の中にこの行列がGrassmannの「第 2段階の基礎図形」（2次元
的広がりをもつ）を表現するものして登場する．KleinはGrassmannの延長論を
「ほとんど判読不能」と評し，Grassmannによる自著 [9]の解説記事（1854）を採
り上げて，その中の「基礎図形」の概念を上のような行列を用いて紹介している．
Kleinは 1870年代にはGrassmannに言及するようになったが，延長論自体は読み
こなせなかったようである [5]．

3 グラスマン多様体という名称が登場する文献
グラスマン多様体という名称はいつ頃文献に登場するのだろうか？あるいは，そ

の名称を使っていないが，Grassmannに言及しながら実質的にグラスマン多様体
を扱っている文献はいつ頃まで遡れるのか？いくつかの文献に基づいて，いささ
か雲を掴むようなこの問題を考えてみた．

3.1 van der Waerdenの論文（1936）
van der Waedenの 1936年の論文 [21]は表題にグラスマン多様体（Grassman-

nschen Mannigfaltigkeit）という言葉が入っているかなり初期の論文である．こ
の論文は “Zur algebraischen Geometrie”という題目の一連の論文の中の 1つで，
Hirzebruchが 2010年に行った講演 [13]の中で Schubertの論文 [18, 19]とともに紹
介されている．van der Waerdenの論文が出版された頃にはグラスマン多様体とい
う名称がすでに普及して，Schubertの数え上げ幾何学の研究との関係についても
理解が進んでいたと思われる．
Hilzebruchの講演では実代数多様体の位相幾何学的性質に関するEhresmannの

1837年の論文も引用されている．しかし Ehresmannはその前の 1834年にグラス
マン多様体に関する画期的論文（Ehresmannの学位論文になった）を書いている．
その論文は内容的にも Schubertの研究と密接に関連している．なぜこの論文が引
用されていないのか不思議である．

3.2 Ehresmannの論文（1934）
Ehresmannの学位論文 [6]はグラスマン多様体の胞体分割を与えたことで知られ

ている．この胞体分割は Schubert[18, 19]のアイディアに基づいて構成されていて，
各胞体の閉包はシューベルト多様体になる．Ehresmannはこの胞体分割を用いて
グラスマン多様体のベッチ数を求めた．グラスマン多様体をはじめとする対称空
間の位相幾何学的性質については，É. Cartanが外微分形式を用いる研究を行って
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いたが，その方法によって個々の対称空間のベッチ数を求めることは難しかった．
Ehresmannはグラスマン多様体の場合に焦点を絞り，胞体分割を具体的に構成す
ることによってこの問題を解いた．
この論文の表題にある “certain espaces homogènes”はグラスマン多様体である．

本文ではグラスマン多様体（variété de Grassmann）という名称が使われている．
論文の第 II部の表題は “Les variétés de Grassmann considérées comme des espaces

homogènes symétriques” であり，その最初の節の冒頭には次のようなグラスマン
多様体の定義とプリュッカー座標による記述がある：

L’ensemble des variétés des variétés planes à k dimensions d’un espace

projectif complexe á n dimensions définit une variété algébrique V ap-

pelée variété de Grassmann. En définissant chaque variété plane à k

dimensions par l’ensemble de ses
(
n+1
k+1

)
coordonnées plückeriennes ho-

mogénes pi0i1···ik on obtient une représentation biunivoque de la variété

V par une variété algébrique sans singularités de l’espace projectif à(
n+1
k+1

)
− 1.

Ehresmannはグラスマン多様体を射影空間の線形部分空間全体の集合として捉え
ているので（これは前述の van der Waerdenの論文でも同じである），このグラス
マン多様体は我々の記法ではGr(k + 1, n+ 1)に相当する．
EhresmannはGrassmannの研究自体には言及しておらず，この多様体がグラス

マン多様体と呼ばれる理由も論文からはわからない．また，「グラスマン座標」では
なくて「プリュッカー座標」（“coordonnées plückerienne”）という言葉が用いられ
ていていることも目を引く．上の引用部分を読む限り，この多様体はGrassmann

多様体という名称とともに以前から知られていたように見える．グラスマン多様
体は対称空間の 1例であるから，Cartan 7がそのように名付けたのではないか，と
いう想像も働くが，Cartanの国際数学者会議における総合報告 [3]などではグラス
マン多様体という名称が使われていない．対称空間の種類は多数に上るので，そ
のうちの 1つにわざわざ名前を付ける必要は感じなかったのかもしれない．
Ehresmannはシューベルト多様体に関してすでに多数の数え上げ幾何学的研究

があると述べて，F. Severiと van der Waerdenのいくつかの論文や Segreの解説記
事を引用している．じつはこの中に Ehresmannに先行して「グラスマン多様体」
とぃう名称を使っている論文がある．

3.3 Severiの論文（1915）
Ehresmannの前掲論文の引用文献の中に Severiの論文 [20]がある．この論文の

表題は “Sulla varietà che rappresenta gli spaẑı subordinati di data dimesionne,

7外微分形式の理論構築のために Grassmannの外積代数の概念と記号を借りているが，Grass-
mannの著作そのものをどの程度読んだかはわからない．
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immersi in uno spazio lineare” であるが，このイタリア語の表題を英訳すれば “On

the variety that represents spaces subject to a given dimension, immersed in a

linear space” となる．要するにこれはグラスマン多様体を論じた論文である．こ
こで線形空間（spazio lineare）と呼んでいるのは射影空間である．当時の一般的
な記法では，n次元射影空間は Snという記号で表される．
この論文はプリュッカー座標（一般次元の場合にはグラスマン座標と呼んでい

る）を用いてグラスマン多様体（Vtという記号で表されている）の性質を論じて
いる．Vtは我々の記法でGr(k+1, r+1)と表されるグラスマン多様体を

(
r+1
k+1

)
− 1

次元射影空間の部分多様体として実現したもので，t = (k + 1)(r − k)次元代数多
様体になる．
論文の最初の段落ではGrassmannの 1862年の延長論 [10]を引用しながら，プ

リュッカー座標がある行列の最大次数の小行列式として定義されることや，ある
2次同次関係式を満たすことを述べている．第 4段落では “la Vt, che ciameremo

varieta grassmanniana di indici (r, k)”，英訳すれば “Vt, which we will call the

Grassmannian variety of indices (r, k)”という文言においてグラスマン多様体とい
う名称が登場する．Ehresmannの論文と違って，この多様体をグラスマン多様体
と命名する，と言っているようにも見える．
しかしこの論文が我々の探して求めていたものであるとはまだ断定できない．

Severiが最初の段落の脚注で述べていることによれば，D’Ocidio 8は 1877年の論
文にプリュッカー座標が満たす 2次同次関係式を書き記していて，Grassmannと
A. Clebschも同じ頃にこの種の関係式に言及していた．9Clebschは 1870年代初め
にGrassmannに注目していた数少ない数学者の 1人であるが [5]，多くの弟子や友
人をもち，その影響力は大きかった（Kleinもその影響を受けた 1人だった）．イ
タリア学派の代数幾何学者が Severiの論文以前にGrassmann多様体を論じていた
可能性も大いにある．

4 延長論とグラスマン多様体
1862年の延長論 [10]にはプリュッカー座標が登場する（それゆえにプリュッカー

座標はグラスマン座標とも呼ばれている），ということを序文で述べた．そもそも
延長論のどこにそういうことが書いてあるのだろうか？
この点に関しては 1862年の延長論の英訳 [11]の Suplementary Notesが参考にな
る．そこには「グラスマン変数」すなわちグラスマン座標＝プリュッカー座標が延

8D’Ocidioは Plückerの直線幾何学に触発されて線織面の研究（1881–1882）を行った．Segre
は D’Oidioの弟子であり，D’Oidioの指導の下で線織面や 2次曲面を研究した．

9Severiによれば Grassmannがそれに言及したのは 1877–1878の Crelle誌においてであるが，
Grassmannは 1877年に死去したので，これは最晩年のことになる．また，Clebschは 1872年に
死去した．Cliffordも 1879年に死去したが，そのときにはまだ 30代半ばだった．
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長論第 3章（外積10の定義や性質を説明している）に登場することや，Grassmann

がそれを用いて線形部分空間を捉えようとしていたと解釈されることなどが指摘
されている．それに従って延長論の本文を調べれば，第 3章の第 65項と第 70項に
そのような内容が記されていることがわかる．以下にその要点を紹介する．
第 65項では，a1, · · · , anを線形独立な基本量11として，そのいくつかの線形結

合
∑

αiai,
∑

βiai, · · · 12の外積[∑
i

αiai
∑
j

βjaj · · ·

]
=
∑
i,j,···

αiβj · · · [aiaj · · · ]

を考えている．延長論では外積をこのように角括弧によって表す．13現代的な記法
では ∑

i

αiai ∧
∑
j

βjaj ∧ · · · =
∑
i,j,···

αiβj · · · ai ∧ aj ∧ · · ·

となる．反対称性
[aiajak · · · ] = −[ajaiak · · · ] = · · ·

によって [aiaj · · · ]を

[aiaj · · · ] = ±[aras · · · ], r < s < · · ·

というように昇順の外積に書き直せば[∑
i

αiai
∑
j

βjaj · · ·

]
=
∑

r<s<···

(
∑
±αrβs · · · )[aras · · · ]

となる．
この展開式が第 65節の主な主張である．ここで

∑
±αrβs · · ·（原文の通りに書

いている）はαr, αs, · · · , βr, βs, · · · を並べて得られる行列式にほかならない．延長
論では行列式に対して特別な記号を用意せず，このようなルーズな書き方をする．
現代的記法を用いて正確に書けば，この [aras · · · ]の係数は

∑
σ

sgn(σ)ασ(r)βσ(s) · · · =

∣∣∣∣∣∣∣
αr αs · · ·
βr βs · · ·
...

...
. . .

∣∣∣∣∣∣∣
10外積は延長論では kombinatorische Produkt （英訳すれば combinatorial product）という名
称で呼ばれている．

11原語は einander stehenden Grösseである．英訳では Grösseはmagnitudeと訳されている．
12原著では基本量と係数の添え字はドイツ文字 a, b, · · · であるが，煩雑なので，ラテン文字 i, j, · · ·
を使うことにする．

13E. Cartanは外微分形式の理論でこの角括弧記法を用いている．
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である．総和は（mを外積の次数として）m個の数 r, s, · · · のm!通りの置換全体
にわたるもので，sgn(σ)は置換 σの符号を表す．この行列式は横長のm× n行列

ξ =

α1 α2 · · ·
β1 β2 · · ·
...

...
. . .


の番号 r, s, · · · の列を取り出して得られる小行列式である．こうしてプリュッカー
座標（グラスマン座標）が現れる．この外積を用いたプリュッカー座標の解釈は現
在でもそのまま使われている．
第 70項では基本量の線形結合として任意の 2組 a1, · · · , am，b1, · · · , bm 14が与え
られたときに

外積 [a1 . . . am]と [b1 · · · bm]が定数倍を除いて等しいこと

[a1 · · · am] ≡ [b1 · · · bm]

の必要十分条件はそれぞれの張る線形空間が等しいこと

Span{a1, · · · , am} = Span{b1, · · · , bm}

である

という主張が成り立つことを証明している．もちろんこれは現代的に言い換えた
主張であるが，Span{a1, · · · , am}と Span{b1, · · · , bm}は原文で die aus ihren ein-

fachen Faktoren ableitbaren Gebieteと呼ばれているもの（英訳された延長論 [11]

では the domain derived from their elementary factorsと訳されている）に相当す
る．a1, · · · , amと b1, · · · , bmがそれぞれ einfachen Faktoren（simple factors）であ
り，それによって張られる線形空間がGebieteという言葉で表されている．
上の主張は線形空間をその基底の外積 [a1 · · · am]によって捉えるという考え方

（延長論の根幹をなす）を具現するものである．ちなみに，第 84項はこのような
外積（今日では外積代数の分解可能元と呼ばれる）から基底を復元する方法を紹
介している．
これらの主張を組み合わせれば，n個の基本量を基底とする線形空間のm次元
線形部分空間がプリュッカー座標によって一意的に捉えられることになる．これは
確かにグラスマン多様体の概念へ向けて 1歩踏み出したものといえるだろう．た
だ，そこから線形部分空間全体を 1つの幾何学的舞台として捉えることには相当
の距離がある．やはり直線幾何学のような背景がなければグラスマン多様体に思
い至ることは難しいように思われる．その意味で，1870年以降にGrassmannの研
究に関心をもつKleinや Lieのような数学者が現れてきたことの意義は大きい．

14上の a1, · · · , an と混同しないように注意されたい．そのような n個の基本量が別途与えられ
ているとして，それらの線形結合を a1, · · · , am および b1, · · · , bm と表しているのである．
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Severi[20]が脚注で触れているように，Grassmann自身も晩年になってプリュッ
カー座標（言い換えれば，外積代数の分解可能元）を特徴付ける代数的関係式の問
題に取り組んだ．J. DieudonnéはGrassmannの評伝 [5]の最後の部分でこの問題に
触れて，Grassmannの全集 [7]の編者である F. Engelと J. Studyもこの問題に取
り組んだことを指摘している．そしてStudyの方法を延長論の精神に則って外積代
数の言葉で解説している．Dieudonnéは延長論（特に 1844年版）が座標を使わず
に線形空間を記述したことを重視していて，プリュッカー座標の使用を避けて，外
積と内部積（interior product）a ⌟ b 15だけを用いるやり方で Studyの方法を説明
している．16Engelと Studyは 1894年から 1911年にかけて刊行されたGrassmann

の全集に数多くの注釈を書き加えた．前節で追求を試みた問いへの答がこれらの
注釈の中に隠れている可能性もある．

5 結論
序文で提示した3つの疑問は相互に絡み合っている．その中でも「なぜGrassmann

の名前が入っているのか？」と「Grassmann自身はグラスマン多様体を考えたの
か？」という問いにはすでに知られた答があるが，延長論の中でそのことに関わる
箇所を具体的に紹介した．他方，「いつ誰がグラスマン多様体という言葉を使い始め
たか？」という問いについては，1915年の Severiの論文まで遡ることができたが，
これはまだ最終的な答ではないように思われる．さらなる探索の範囲はClebschの
影響を受けた人々やD’Ocidioと Segre以降のイタリア学派だろう．Engelと Study

が Grassmannの全集に付けた注釈の中にも手がかりがあり得る．さらに Cartan

がこのことにどのように関わっているのかも気になる．
もちろんこのささいなテーマの向こうにはGrassmannの延長論自体が及ぼした

影響という大きなテーマがあるが，17それについてはすでに数多くの研究が行われ
ている．
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