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楕円函数と Painlevé 性について

大山 陽介1

1 初めに
Painlevé方程式とは，1900年ごろに Paul Painlevéによって発見され
た次の 6つの方程式である：
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現在でも活発な研究がなされており，特に 1970年代以降の研究において
は日本人による貢献が大きい。しかしながら，決して簡単とは言えないこ
れらの方程式を Painlevéが発見しようとした動機はなんなのだろうか？
通常の解説（岡本 [47]など）では，Painlevé方程式とは「動く分岐点
を持たない 2階正規型微分方程式の分類」として発見されたものであり，
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そして特に，既知の函数では解くことができない新しい関数を見出そう
とした，と言われている。さらに，モノドロミ保存変形によって得られ
る方程式である，とも書かれている。
こうした普通の説明は本当なのだろうか？　本当だとして，Paul Painlevé
が 6つの方程式を膨大な努力を積み重ねて見出そうとした背景は何だろ
うか。「動く分岐点を持たない」ことを “Painlevé性”と呼ぶが，Painlevé

以前から研究があったことも確かであろう。それを考察するのが本稿の
目的である。
Painlevé方程式へと考察が進むきっかけになったの一つは楕円函数で
あると考えている。楕円函数は 19世紀の解析学の花形の一つであり、複
素解析や多様体など多くの数学が楕円函数の研究の過程で発展している。
本稿では，Painlevéの時代からさらに 50年前の 19世紀半ばまで立ち戻
り楕円函数の研究の中から Painlevé方程式のルーツを探ることにする。

2 楕円函数の加法公式
楕円函数論は 18世紀の Leonhard Euler, Adrien-Marie Legendre らの
先駆的な研究に引き続き，19世紀前半に Niels Henrik Abel, Carl Gustav

Jacobi, Carl Friedrich Gauss らによって発展してきた。19世紀の数学は
当時としては最新の研究対象であった楕円函数をどう理解するかが大きな
課題であり、楕円函数を扱う上で不可欠な複素函数論が Augustin Louis

Cauchy 以降に大きく発展した。
19世紀半ばに Charles Briot2 (1817-1882), Jean-Claude Bouquet3 (1819-

1885) が複素函数論をもとにした楕円函数論の大著 [6] を著したのも時代
の流れであったろう。
楕円函数の歴史については多くの文献があるので，ここでは触れない。
楕円函数の性質として重要なものの一つが，加法公式であろう。ω1, ω2 を
Im(ω2/ω1) > 0となる複素数として，Weierstrassの ℘ 函数

℘(z) =
1

z2
+
∑
m,n

′
{

1

(z − 2mω1 + nω2)2
− 1

(2mω1 + nω2)2

}
2フランス語版Wikipedia（https://fr.wikipedia.org/wiki/Charles_Briot）な

どに掲載されている肖像画は音楽家 Charles-Auguste de Bériotの肖像のようで，はっ
きりしない。

3Bouquetの名前は，Jean Claude 表記もあるが，G. H. Halphen による死亡記事
[31] によると Jean-Claude である。Bouquet の論文・著作には M. Bouquet と記され
ていることが多く、first nameがはっきりしない。
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を考える、ここで∑ ′ は整数格子から (m,n) = (0, 0)を除いた和である。
℘(z) は加法公式

℘(u+ v) + ℘(u) + ℘(v) =
1

4

(
℘′(u)− ℘′(v)

℘(u)− ℘(v)

)2

を満たす。℘′(u) を含んでいるが，℘′(u)2 = 4℘(u)3 − g2℘(u)− g3 を用い
て微分の項を消すことにより ℘(u+ v), ℘(u), ℘(v) の代数関係式として表
すこともできる。

u, v ∈ C に対して，2変数多項式 F が存在して

F (f(u), f(v), f(u+ v)) = 0

が成り立つとき，f(u) は代数的加法性を持つという

Remark. 加法公式でもBessel 函数のような場合は考えない

Jn(x+ y) =
∞∑

k=−∞

Jn−k(x)Jk(y)

また、F (f(u), f(v), f(u + v)) = 0 を v で微分して v = 0 とおくと，2

変数多項式Rが存在して

R(f(u), f ′(u)) = 0

を満たす。
ここまで出てきた楕円函数の性質をまとめると

0. 楕円函数 とは複素平面上で二重周期 ω1, ω2 を持つ有理型函数の
ことをいう。ここで Im(ω2/ω1) > 0 とする。
1. 楕円函数はWeierstrassの ℘函数 ℘(z) を用いて，℘(z), ℘′(z) の有理
函数として表示される
2. 楕円函数は 1階の自励的代数的常微分方程式 R(f(z), f ′(z)) = 0 を
満たす。
3. 楕円函数は代数的加法公式を持つ

1856年に発表された Briot-Bouquet の定理 [5] は上記の性質 2の逆を
与えることになる：
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Briot-Bouquet の定理　自励的代数的常微分方程式 R(f(z), f ′(z)) = 0

を満たし，全平面で一価有理型函数 f(z) は次に限る：
(i) z の有理函数
(ii) ecz (c は常数) の有理函数
(iii) z の楕円函数

[6, 7] にも詳細が書かれており，楕円函数のまとまった著書としても初
期のものになる。

　　　 　　　

Briot et Bouquet; Théorie des fonctions doublement périodiques (1859).

Briot-Bouquet の定理については Forsyth [17] Chap Xが詳しい。An-

drew Forsythの 6巻本は 1900年ごろまでの微分方程式の理論を知るのに
便利である。日本語では竹内 [69]の最後に詳しい解説がある。
Briot, Bouquet は，加法公式を複素平面全体で満たす函数のみを考え
ていたので自然に一価有理型函数になる。Briot-Bouquetの定理を拡張し
て、正則函数の芽が加法公式を局所的に満たす場合を考えたのが、Karl

Weierstrass である。

Weierstrass-Phragmén の定理　正則函数の芽が加法公式を局所的に
持てば，次のいずれかである
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(i) z の代数函数
(ii) ecz (c は常数) の代数函数
(iii) z の楕円函数の代数函数

Remark. Weierstrass-Phragménの定理は，Briot-Bouquetの定理から一
価有理型の仮定を外している。すなわち、「楕円函数であれば 1階代数的
微分方程式を満たす」の逆に相当するのが Briot-Bouquet，「楕円函数で
あれば加法公式を満たす」の逆に相当するのがWeierstrass-Phragménで
ある。

Weierstrass-Phragménの定理は Weierstrassが講義の中で最初に述べ，
論文として著したのが Lars Edvard Phragmén [62]であるため，この名前
がついている。日本語による解説として武部 [68] がある。また，Painlevé

も後に Weierstrass-Phragménの定理に興味を持っている [59]。

3 Fuchs-Poincaré の定理
Briot-Bouquetは楕円函数のような加法性を持つ函数を調べたかったの
で自励的微分方程式しか考えていない。しかしながら、微分方程式論と
してみれば，非自励系に拡張するのは自然である。しかし，当時の解析学
の水準では微分方程式の一般論を考察すること自体が難しく、非自励系
を考えるのは難解だったようである。一般の 1階代数的常微分方程式を考
察するのは 1884年のLazarus Fuchs [18]の研究を待たねばならなかった。

Fuchs-Poincaré の定理 F (x, y, y′) を x について解析的，y, y′ につい
て多項式とする。微分方程式 F (x, y, y′) = 0の解が一価解析的であれば
二変数多項式 Fx(y, y

′) = F (x, y, y′) の種数は genericな x に対して 0 ま
たは 1。種数が 2 以上の場合は有理函数で解ける。

種数が 0 の場合は Riccati方程式4

y′ = a(x)y2 + b(x)y + c(x)

4Riccatiに関して「リカッチ」読みが流布した理由は、おそらく 藤原松三郎「常微
分方程式」 [24]の誤植が原因である。なお、藤原の本では後半に誤植を訂正している
が、そこまで読み進めなかった読者が多かったのであろう。参考までに，L. Fuchs の
“Singuläre Stelle der Bestimmtheit” を「確定特異点」と訳したのも藤原と思われる。
英語の “regular singular point”から「正則特異点」と訳されなかったことは、日本人
にとって幸福であったと思う。
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に帰着するので，Briot-Bouquetの結果の拡張になっている。種数が 2以
上の場合を丁寧に調べたのは Henri Poincaré [65] なので Fuchs-Poincaré

の定理と呼ばれる。証明は Edward Lindsay Ince [35] Chap XIII, 前述
の Forsyth [17] などを参照。現代的な記述は Michihiko Matsuda [45] に
ある。
L. Fuchs が今でいうFuchs型の微分方程式の研究を始めたのは 1866年
以降である [19]。不確定特異点の研究は Ludwig Wilhelm Thoméによる。
こうして，1870年代は微分方程式の研究が個別の方程式の研究から一般
論に変わりつつある時代でもあった。Fuchs-Poincaréの定理の定理は，こ
うした一般論の構築の流れの一方で，新しく保形函数論が理解されてき
た時代に示されたものであろう。

4 Paul Painlevéの登場
Fuchs-Poincaréの定理は，1階の非線型微分方程式で動く分岐点を持た
ない方程式を完全に分類したものであり，楕円函数を真に含んだもので
あった。ただ，この定理には一点見落としがあり動く真性特異点を持つ
かどうかについては議論されてない。この間隙を埋めたのが 1887年 6月
に審査された Paul Painlevéの学位論文 [48] である。なお，学位論文は
翌 1888年にAnn. Fac. Sci. Toulouse Math. 誌に出版されている。
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Paul Painlevé, Thèse (1887).

Painlevéの学位論文の主定理は

Painlevéの定理 F (x, y, y′) を x, y, y′ に対して多項式とする。微分方
程式 F (x, y, y′) = 0の解は動く真性特異点を持たない

証明は難しいが P,Q を多項式として、正規系に限った

y′ =
P (x, y)

Q(x, y)
,

の場合の証明が福原 [34]5 にある。

上のように正規系に限ると，動く分岐点を持たない場合がRiccati 方程
式になることの証明も難しくはない。

ちなみに，この学位論文では「複素平面のある領域で，ある曲線を除い
て正則，その曲線上で連続であれば実は曲線上でも正則になる」という，

5福原「常微分方程式」岩波全書の第二版 (1980)では非線型方程式の章が消えて不確
定特異点の章に変わっているので、第一版を見ないといけない。
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複素函数論の「Painlevéの定理」も述べられている [61]。この定理は，佐
藤超函数論を考える際も「上半平面と下半平面との正則函数の差が函数
の値として 0であれば、超函数としても 0になる」ということを意味する
ので、超函数論を支える極めて基本的な結果である。

4.1 真性特異点

19世紀に複素関数論が発展していく過程の中で，おそらくBriotやBou-

quet の頃は真性特異点について気にしていなかったと思われる。「真性特
異点の周りでは値域は稠密である」という事実は，Casorati-Weierstrass

の定理と紹介されることもあるが，1868年の Felice Casorati の論文 [9]

がさほど広まったわけではなく，1867年のWeierstrass [70] の頃には広
まっていったと思われる。Weierstrass は講義の中で発表することもあり，
発見されたのが何時ごろかははっきりしない。Fuchs-Poincaré の定理で
は一価性のみを議論して，当初は真性特異点の問題をさほど意識しなかっ
たのもやむ得ないだろう。
この頃の文献では「動く分岐点を持たない」という表現よりも「解が
一価である」という表現が多い。もう少し後の Émile Picardの時代にな
ると “équations différentielles à points critiques fixes” という表現が見ら
れる。
なお，P. Painlevéは学位論文を書く直前に Göttingen に短期留学して
おり，H. A. Schwarzなどに会っている。普仏戦争が 1870年に起こり，ド
イツとフランスの関係がさほどよくはなかったと思われるが，数学界で
は協調関係を取ろうとしていたようである。例えば，Lipschitz連続を用
いて微分方程式の解の一意性を示した論文は，Gaston Darbouxが編集す
る Bull. Sci. Math. et Astro. 誌にRudolf Lipschitzを招待したものであ
る [44]。

5 1889年
1889年には，Painlevé方程式や Painlevé性に関する重要な結果が同時
に４つ発表された。ほぼ独立した研究であるが，この時代に Painlevé方
程式の発見に向けて多方面で進展があったことで，時代の流れとしても
Painlevéの研究は自然だったのではないかと思われる。
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1) E. Picard 第 6の特別な場合 [63]

Picardは不完全楕円積分の研究の中で，第 6 Painlevé方程式の特別な
場合を発見した：

定理 第 6 Painleve 方程式の特殊な場合 (α = 0, β = 0, γ = 0, δ = 2)

d2w

dx2
=

1

2

(
1

w
+

1

w − 1
+

1

w − x

)(
dw

dx

)2

−
(
1

x
+

1

x− 1
+

1

w − x

)
dw

dx
+

2w(w − 1)

x(x− 1)(w − x)

の一般解は、次で与えられる。ここでω1, ω2は楕円曲線 y2 = (1−x2)(1−
k2x2)の周期， x = k2である：

w(x) =
1

sn2(aω1 + bω2; k)
.

Remark. ここで、sn2(aω1 + bω2; k) は、ω1, ω2 も k に依存しているので
w(x) は楕円函数 sn(z; k)の z, k の両方の変数が動いているため、複雑な
挙動を示す。

[証明] 不完全楕円積分

Ω(u, k) =

∫ u

0

dx

∆(x)
, ∆(x) =

√
(1− x2)(1− k2x2)

を考える。まず、u を定数と思うと、k の函数として、Ω は次の方程式を
満足する：

k(1− k2)
∂2Ω

∂k2
+ (1− 3k2)

∂Ω

∂k
− kΩ+

ku(1− u2)

(1− k2u2)∆(u)
= 0.

Ωが完全周期積分であれば、いわゆる Picard-Fuchs 方程式になり、この
場合は超幾何関数に帰着できる。しかし、不完全楕円積分であるために最
後の非斉次項がつき、ここから変形して Painlevé方程式を得るのである。
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a, bを定数として、u = sn(aω+bω′; k)とおき、y = Ω(sn(aω1+bω2); k)

を kの函数と思うと
dy

dk
=

∂Ω

∂k
+

1

∆(u)

du

dk
,

d2y

dk2
=

∂2Ω

∂k2
+

1

∆(u)

du2

dk2
− u(2k2u2 − 1− k2)

∆(u)(1− u2)(1− k2u2)

(
du

dk

)2

+2
ku2

∆(u)(1− k2u2)

du

dk
.

となるので、以上から Ω を消去して、x = k2 とおくと、u(x) のみたす
方程式

d2u

dx2
− u(2xu2 − 1− x)

(1− u2)(1− xu2)

(
du

dx

)2

+

+

(
u2 − 1

(1− x)(1− xu2)
+

1

x

)
du

dx
− u(1− u2)

x(1− x)(1− xu2)
= 0

を得る。ここで、w = 1/u2 と変換して整理すると 第６ Painlevé方程式
の特殊な場合になる。

Remark. a, b が有理数の場合（楕円曲線の等分点の場合）、得られる函数
u(x) は代数函数になる。

Remark. Picardの解の一般化として，例えば Garnier系の場合には超楕
円テータで記述できる解が知られている [14, 40]。超楕円曲線でない場合
も [16] などの結果があり、[32] を参照されたい。

2) Mineo Chiniによる相似還元による 第 3 Painlevé方程式の発見 [13]

曲面の曲率方程式を研究していたChiniは，常微分方程式への還元で

y′′ = e2x sinh y

を得た。この式は第 3 Painlevé方程式の指数函数表示 [3]になっており

y = log u, x =
log t

t

とおけば第 3 Painlevé方程式の特殊な形（D
(1)
8 型という）になる：

u′′ =
u′2

u
− u′

t
+

u2

8t
− 1

8t
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3) Kowalevski によるコマの研究 [41]

歴史的に有名なKowalevski6のコマの研究もこの年である。

Kowalevskiのコマの方程式は Painlevé方程式そのものではないが，重
力馬の元で剛体の回転運動がいつ求積可能になるかを考察したものであ
る。方程式の解を Laurent展開して、極しか持たない条件（Painlevé性）
を調べて、特殊な場合にのみ超楕円函数で解けることを示した。のちに
Painlevétest と呼ばれる手法の先駆である。

4) Heunの方程式
1年前の 1888年ではあるが，Karl Heunによって 確定特異点を 4つ持
ち，アクセサリ・パラメタを 1つ含む 2階の線型微分方程式が研究されて
いる [33]：

d2w

dz2
+

[
γ

z
+

δ

z − 1
+

ϵ

z − a

]
dw

dz
+

αβz − q

z(z − 1)(z − a)
w = 0.

この Heun の方程式は Painlevé方程式と直接には関係はないが，第 6

Painlevé方程式も確定特異点を 4つ持つ 2階の線型微分方程式のモノド
ロミ保存変形で表され，Painlevé方程式と関連する話題が多い。

6コワレフスカヤの著者名だが，Acta Math. に彼女が発表した 5本の論文ではすべ
て “Sophie Kowalevski”である。学位論文はコーシー・コワレフスカヤの定理に関する
もので，その著者名は “Sophie von Kowalevsky”，1885年に Astro. Nach.に発表した
論文は “Sophie Kowalewsky”となっている。また，このコマの論文とほぼ同一内容でフ
ランス科学アカデミーに提出した論文では “Sophie de Kowalevsky” となっている。
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5.1 Picard の撤退
こうして，1階の場合の動く分岐点を持たない方程式の研究の後にも関
連する研究が続き、いよいよ 2階の場合の Painlevé方程式の発見に向け
て進みつつあったと思われたのだが，1893年にPicard [64] は 2階の場合
の分類には消極的だったように思える:

Picard [64] ではいくつかの例を与えている。例えば[(
dy

dx

)2

− y
d2y

dx2

]2

+ 4y

(
dy

dx

)3

= 0

は、1階非線型方程式では現れなかった動く真性特異点を持つ：

y = Ce
1

x−C′

また、 Schwarz写像
d2ω

dy2
+ p(y)

dω

dy
+ q(y)ω = 0

の解 ω1(y), ω2(y) に対して

x =
ω1(y)

ω2(y)

とおき，その逆函数 y(x)を xの函数と思うと，本質的に Schwarz微分を
満たす

f

(
y,

dy

dx
,
dy2

dx2
,
dy3

dx3

)
= 0
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が、この解は分岐点を無数に持ったり、場合によっては自然境界をもつ。
Schwarz写像に関連して、Picard以前から知られていた例としては、
テータ零値に関する Jacobiの方程式 [36]がある：(

y2y′′′ − 15yy′y′′ + 30y′3
)2

+ 32
(
yy′′ − 3y′2

)3
= −π2y10

(
yy′′ − 3y′2

)2
の一般解はテータ零値 θ2(τ), θ3(τ), θ4(τ) で表され、動く自然境界をもつ
方程式になる。
ちなみにこの Jacobiの方程式は 140年後に Leon Ehrenpreis によって
散乱理論の研究のなかで再発見されている [15]。

さらに、3階以上の正規系微分方程式では動く自然境界をもつ方程式が
知られている。時代的に後になるがPainlevéの弟子であった Jean Chazy

は、3階の動く特異点を持たない方程式を考察した [11]。そのなかで、
Chazyは動く自然境界をもつ方程式を見出している：

y′′′ = 2yy′′ − 3(y′)2

少し変わった例として、Painlevé自身も y について代数的な自励系の
方程式を考察している [57]：

y′′ = y′2

[
y [2k2y2 − (1 + k2)]

(1− y2) (1− k2y2)
+

1

λ
√
(1− y2) (1− k2y2)

]

の一般解は，A,Bを定数として

y = sn (λ log(Ax−B); k)

従って，2πiλ が sn(x; k) の周期でなければ x = A/B は動く分岐点に
なる。

6 三体問題
Painlevé方程式とは直接関係はないが、1890年代の数学において三体
問題が大きなテーマであった。三体問題の歴史については他書に譲ると
して、大雑把に記すと、1887年に Heinrich Bruns が三体問題では古典的
に知られている第一積分以外には座標と運動量に関する代数的な積分が

13



存在しないことを示した。引き続き、1890年に Poincaré が三体問題に対
して一価正則な積分が存在しないことを証明したのである [66]。
Bruns の定理に関連して、Painlevéは 1898年に、運動量のみに関して
代数的な積分が存在しないことを示して、Bruns の結果を拡張している
[52]。
天体力学における Painlevéの大きな貢献として衝突解の研究がある。

Painlevéは 1895年にスエーデンのオスカー 2世に招かれて、連続講義を
おこなった。オスカー 2世は Acta Mathematica 創刊時に資金援助を行
うなど、学問に理解の深い国王で、Painlevéのストックホルム講義にも
足を運んでいたそうである。
Painlevéの定理とは「三体問題において特異点は衝突解しかなく分岐
点になるというものである。ストックホルム講義録 [49]の p.582以降で
“Du problèm des trois corps et des n corps” として天体力学を扱ってい
る。実際に、三体が t = c 1で同時衝突するときは (t − c)1/3で展開され
る。ストックホルム講義録で、Painlevéは四体以上の問題も考察したが
結果を得ることができなかった。彼が提案したのが

Painlevé予想 n 体問題（n ≥ 4）では衝突解以外の特異点が
存在する

という予想である。
さて、Painlevéのストックホルムでの講義を聞いた一人が Hugo von

Zeipelである。von Zeipel はのちにパリに留学して天体力学の研究をお
こなった。1908年に、Zeipel はこの Painlevé予想に関して「n 体問題
（n ≥ 4）で非衝突特異点が現れるのは、有限の時間で運動が非有界にな
る時に限る」という結果を得た [73]。すなわち、多体問題が特異点を持つ
なら、衝突するか非有界になるかいずれかである。
Zeipel の結果はフランス語で書かれてはいるが、さほど知られること
なく、1920年に独立に Chazyが再発見している [12]。ここで先取権の問
題があった（von Zeipelの露文が 4ページと短かったこともある）が、の
ちに von Zeipelの証明が正しいことが確認されている。
Painlevé予想に関しては、さらに後になって肯定的に解かれている、

1992年に Zhihong Xia [71] がN = 5の場合の非衝突解を構成し、さらに
2020年に Jinxin Xue [72] がN = 4の場合の非衝突解を構成した。　

こうして、三体問題に関する研究が一段落した後、Poincaréは位相力
学系へと進み、カオスの先駆者となり、位相幾何学の基礎をも作っていっ
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た。他方で、Painlevéは動く分岐点を持たない 2階非線型方程式の分類を
行い、新しい特殊函数を見出していった。いずれも新しい時代の数学へ
つながるものであったが、20世紀半ばまではPoincaréの研究が継承され
たのに対して、Painlevéの研究はその後忘れられたものになった。また、
動く分岐点を持たない方程式の研究から距離を置いたPicardは代数曲面
の積分や変換群を考察していった。代数曲面の理論はストックホルム講義
録で Painlevéも考察しており、Guido Castelnuovo や Federigo Enriques

に引き継がれていった。ずっと後になって、梅村浩氏は代数幾何の研究
をおこなっているうちに古典を遡ってストックホルム講義録に興味を持
ち、1980年代後半以降に Painlevé方程式の既約性や微分 Galois 理論の
研究へと進んでいったのである。

7 Painlevé方程式の発見
いよいよ Painlevé方程式の発見である。ストックホルムでの講義のあ
と, 30代半ばの脂の乗り切った時期に分類に挑戦している。なお、Painlevé
方程式に関する論文のほとんどは、彼の全集 Œuvres III巻に収められて
いる。
1898年、C. R.誌上に続け様に論文を発表している [50, 51] のは、彼
の計算過程を示すものであろう。126 号 p.1699 に第 1、第 2方程式が書
かれている。同年 127 号 p.937には第 3方程式の 3つの型（現代的には
初期値空間の無限因子の形からD6, D7, D8 型という）が表れている。翌
1899年の 129 号に書かれた２本の論文で、動く分岐点を持たない 2階方
程式は 25タイプあって、そこで可積分な方程式を除外すると今でいう第
1から第 3方程式が得られることを示している。一連のPainlevéの結果は
[53, 57]にまとめられており、通常はこの 2本を見れば十分である。

7.1 Roger Liouville との論争
また、1902年には Roger Liouville （有名な Joseph Liouvilleとは別
人で、近い縁戚関係にないと思われる）との間で Painlevé函数が本当に
超越的かどうかについて C. R. Acad. Sci. Paris 誌上で論争をおこなっ
た。Painlevé方程式の既約性については 1980年代に西岡啓二や梅村浩ら
によって解決されたが、当時の変換理論では扱うことが困難であった。
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Painlevéが証明を持っていないの確かだが、証明もなく求積できると主
張した Liouvilleにも無理があった。
まず、C. R. 1902年 9月 1日号で R. Liouville は Painlevé方程式の既
約性に疑問を呈し、高階の線型方程式の解で解けると述べた。C. R. 誌
は週刊であり、次の 9月 8日号で Painlevéは反論している。この後、

1) 10月 27日 に Painlevé, 11月 3日に Liouville、11月 10日
に Painlevé　
2) 12月 1日に Liouville、12月 8日 に Painlevé

3) 翌 1903年 1月 19日に Liouville、1月 26日に Painlevé

とPainlevéが 5本、Liouvilleが 4本の小論をC. R. 誌に載せた [58, 43]。
特に、Painlevéは毎回 Liouville の小論の翌週号にきっちりと反論してい
る。当時の数学のレベルでは決着がつかず、Painlevéは Jules Drachの微
分 Galois 理論を用いて証明できるという予想を立てて終わった。以降、
Painlevé方程式の既約性については長い間触れないことになっていたよ
うである。
実は、Painlevé方程式の既約性の証明には Drachの理論は不要であり、
有限次元の微分 Galois 理論の範囲で既約性は証明されている。微分方程
式が既約でないというのは、アーベル函数もしくは線型微分方程式の解
で解けること（梅村の意味で古典函数で解ける）を意味しており、古典函
数なら微分 Galois 群は有限次元だが、Painlevé方程式はその範囲の外に
あることを示せば既約性を示したことになるからである。Drachの理論、
すなわち無限次元の微分 Galois 理論は 20世紀初頭の数学では扱えるも
のではなかった。

7.2 Richard Fuchs

1900年になると、Painlevéは連立系や高階の場合に拡張を試みたがう
まく行っていない [54, 55, 56]。
そうした中、1905年に Lazarus Fuchs（本稿で紹介した Fuchs-Poincaré

の定理やPicard-Fuchs方程式などはLazarusの仕事）の息子である Richard

Fuchs が、父親が研究したモノドロミ保存変形の一例として、4つの確定
特異点＋ 1つの見掛けの特異点を持つ 2階線型常微分方程式のモノドロ
ミ保存変形から、今でいう第６ Painlevé方程式を導出した [20]。さらに
1907年に Math. Ann. に詳しい計算が掲載されている [21]。
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このR. Fuchsの結果は、動く分岐点を持たない 2階非線形微分方程式
の分類という Painlevéの研究が既存の数学とかけ離れたものではなく7、
実は線型常微分方程式のモノドロミという数学的に重要な対象と関連す
ることを示したものであるとともに、Painlevéの分類に抜けがあること
を示したものである。
Painlevéが第 6方程式を抜かした理由ははっきりしないが、特殊な場
合であるPicardの方程式はPainlevéもよく調べていて、楕円関数で解け
るPicardの方程式は求積可能であると判断していたことも理由かもしれ
ない（Picardの方程式は梅村の意味では既約であるが、Malgrangeの意
味では積分可能と見なされる）。
1905年以降、Painlevéの弟子のBernard Gambierが中心となってPainlevé

の計算ミスを修正していくが、それは次節に回して、最後にR. Fuchsに
ついて簡単に紹介する。
1897年にR. Fuchs は超楕円積分の研究で学位をとった（J. für Math.

119, 1–24）その後、Richardの姉である Clara と結婚した義兄 Ludwig

Schlesinger と共に、父 L. Fuchs の全集（3巻）[19] の編集を行なった。
並行して、このモノドロミ保存変形の研究を行なった。
その後、Picardの解の等分点が代数解になることを示したのは良い仕
事 [22] であるが、Math. Ann. に発表した論文のタイトルがモノドロミ
保存変形の論文と全く同じタイトルであったこともあってか、100年近く
忘れ去られていた。Painlevé方程式に関する大きな仕事として、Painleve

VI 型函数の特異点の周りでの振舞いを調べたのが [23] であるが、直後
に Garnier [30]に誤りを指摘される。間違いではあったが、二重級数展
開など R. Fuchs の漸近解析にも見るべきものはあったと思う。以降は
Painlevé方程式の研究は行ってないようである。
その後、第一次大戦時に戦争に役立つ研究に駆り出されたようで、以
降は航空力学にシフトした。1922年に Ludwig Hopf と共著で “Aerody-

namik” (2巻)を著している。

7Poincaréは Painlevéの仕事を「絶海の孤島」と評したように、Painlevé方程式の
分類は従来の数学とかけ離れたものと思われていたが、本稿の目的は 19世紀後半の数
学の流れとして自然であることを示すものである。
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7.3 Gambierによる修正

R. Fuchsの結果を見て、Painlevéの計算に穴があることに気がつかされ
た。しかし、1906年以降に修正したのは、Painlevéではなく彼の弟子であっ
た Bernard Gambierである。Gambierは“Sur les équations différentielles

du second ordre dont l’intégrale générale est uniforme” などという標題
でC. R. に次々と論文を発表する [25, 26, 27, 28]。
R. Fuchsによる C. R. の論文 [20] は 1905年 10月 2日に出版されてい
る。 引き続いてGambierは 19061年 1月 29日の [25] を皮切りに，6月
18日 [26] で第 4方程式を，さらに，6月 25日 [27]に引き続いて，11月
12日 [28] で第 5方程式を見出して，Painlevé方程式が出揃う。Gambier

のこの 1年の計算を受けて，Painlevé自身がまとめの論文を著したのが
1906年 12月 24日である [60]。
なお，Gambier自身が C. R. での一連の計算をまとめたものが 1909年
にActa Math. 誌に発表される [29]。通常，Painlevé方程式の分類の完成
として引用されるのはこの論文である。
Painlevéが計算ミスをした理由は定かではない。Painlevéは当初には
動く分岐点を持たない方程式を 25種持ってきてそのうち 3つが新規とし
た。Gambierの分類では 50種から 6つを見出した。この分類については
Ince [35]もわかりやすい。ただ、第 6には Picardの方程式が含まれてお
り、第 5の特別の形は第３である。また、第 4はGambierの第 34方程式
を含む形になっており、この第 34は第 2方程式と等価である。第 4から第
6を見逃した理由としては、パラメタが特別な場合が第２、第 3、Picard

方程式になったから、というのもあったかもしれない。

8 その後の進展
Painlevéの方程式のその後の進展は 1930年代までに限るとさほど多く
ない。P. Boutroux や R. Garnierなどによる有名な話は省略して，少し
変わった話題を紹介しよう。

[特異解] J. Chazyは 1914年に変わった特異解を持つ 2階の非線型方程
式を見出した [10]。微分方程式

w′′ = −w3w′ + ww′
√
4w′ + w4
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の一般解は
w = A tan

(
A3z +B

)
であるが，特異解として動く分岐点を持つ解が存在する

w = 3

√
4

3(z − C)
.

この方程式はもちろん Painlevé方程式ではないが，どう扱っていいかま
だよくわからないし，こうした方程式が他にどの程度存在するのかもよ
くわからない。この例も [35] p.355にある。

[反応拡散方程式への応用] Painlevé方程式の数学以外への応用としては，
1910年に反応拡散方程式に応用した Ferencz Jüttner [37] の研究が早い。
第 1 Painlevé方程式やそのタウ函数が扱われているが、反応拡散の分野に
もPainlevé方程式の研究にも大きな影響を与えなかったようだ。Jüttner

の研究はRutherford Aris [2] にも紹介されている。
その後，1965年のJohn M. Myers [46]8 の研究があり，1970年代の Ising

模型の研究以降に Painlevé方程式が大きな復活を遂げた。

[対称解] また，Paul Appell も第 1，第 2 Painlevé方程式の対称解につい
て論文を著している [1]。この論文は長く忘れられており，A. V. Kitaev

[39]が独立に対称解を発見している。さらに第 4 Painlevé方程式の対称解
を研究したのが金子 [38] である。金子和雄氏はPainlevé方程式の研究で
71歳の時に博士の学位を取得し，その後も 70代で 9本の査読論文を発表
したのちに 2015年に 80歳で亡くなられた。

ちなみに，Paul Painlevéの妻Marguerite（1868-1902）は息子Jeanを産
んで間もなく亡くなった。Jean Painlevéは映画制作で知られており、水中
の生物を撮影した映画は有名である [4]。Paulには二人の姉 Marie（1856

生）とBlanche（1861生）がおり，MarieがJeanの面倒を見たようである。
Blancheは画家の Maurice Louis と結婚し，その間に生まれた娘 Jeanne

(1889-1939) は Paul Appell の子供であるPierre Appell (1887-1957)と結
婚した。この Pierreは海軍時代に潜水艦Monge（数学者 Gaspard Monge

に因む）に乗艦している。

8元になっているのは J.M. Myers“Symmetry in scattering by a strip”, thesis Harvard
University (1962)

19



なお、Michael Tabor が 1984年に Nature誌に非線型力学の論説 [67]

を書いており、その中で Painlevéの仕事にもかなり触れている。当時の
Nature誌は今と違いもう少し数式を許容していたようである。

9 まとめ
Paul Painlevéによる膨大な分類は長い計算を必要としており、一見他
の数学と孤立しているように見える。しかしながら、Painlevé本人を含
めて、Poincaré や Picard らの同時代の研究を合わせ見ると、決して突然
現れた異端の数学ではなく、楕円函数以来の自然な流れの中で生み出さ
れたものだったと感じている。確かに時代が進みすぎていた部分があり、
Painlevé方程式の研究が応用を含めて活発になるのは Painlevéの死後 40

年経った 1970年代からであった。
現代では代数幾何・表現論など様々な手法で研究されており、離散系
の研究も活発である。Painlevé方程式の解析的研究はまだ不十分であり、
今後もやらなければいけないことが多い。そうした研究の中で、古典解
析のルーツを探ることは役立つことが多いと考えている。

Remark. 以下の文献で，Comptes rendus誌については個別のURLは省
略したので、次を参照されたい。
https://gallica.bnf.fr/ark:/12148/cb343481087/date.

また，一部の論文では似たような表題のものをまとめた。
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[18] L. Fuchs; Über differentialgleichungen, deren integrale feste Verzwei-

gungspunkte besitzen, Sitzungsberichte der Königlich Preussischen

Akademie der Wissenschaften zu Berlin. (1884), 699–710; Werke 2,

355–368.

https://www.biodiversitylibrary.org/item/92812#page/67/

mode/1up

[19] Gesammelte mathematische Werke von L. Fuchs, Three Vol., Berlin

1904, 1906, 1909.

https://archive.org/details/gesammeltemathem01fuchuoft

https://archive.org/details/gesammeltemathem02fuchuoft

https://archive.org/details/gesammeltemathem03fuchuoft
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1 ... + etc., 2 ... + etc. Genüge leisten. Crelle J. 36 (1848), 97–112;

Werke 2, 171–190. https://eudml.org/doc/147402

https://archive.org/details/gesammelwerk02jacorich/page/

n181/mode/2up
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ordre à à points critiques fixes, C. R. 135 (1902) 392–395;

[43] R. Liouville,; Sur les transcendantes uniformes définies par les
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différentielles, C. R. 136 (1903) 189–193.
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