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Neumann, Kakutani, Weil, Kakutani-Kodaira

IH H (Kyoto)
529 AEFEHE T VRY 29 A 2018/10 (B HHBAF)

B EOREEY (ALHIE) OBRIZOWT, FAEH L L) BERRZEREZMX
7= DIXERRIEZ KOFRA (B8 2015) © [EH] 2EKESINLOHRE > DT TENIR
MTHB., ZORKDFEMIIEZE A Weil Lintégration dans les groupes topologiques et
ses application [Weil1940] TH 5745, FMEAL UL TIE, KBOBEMRRIZEWTIX IO
A, EPCHERO-BRER U AR TNE, AFEE2 T3+ THo7.
FARDITT, @RXPESETIE, HaarfIEL WS ABZHEHEIIHNRAS5H, Haar D
X [Haarl933] XFAZ Z &M otz BTl TREE] 2FH L DITH, Haar
BEXWHALRTOHRD Z DFH#IL, Introduction 2EFHTHEHR ST 2HALL T -
2. SE®WDHT, WEFRNEFRL RERIZIRD R0 TREARD, RO LTWaW
[£8| THEZILEBHYIWALET. 22T, BRINHE > TERSHIXERE
WLz N — TR L, REERNT TH (section) 281}, ZOMEDEELADTH
BEHESHPIZLTWVL, LWHERTEEZEDET.

1 Hurwitz IC & 2 EEBRZEE (LieBFE LOAEED)

[Hur1897] A.Hurwitz, Uber die Erzeugung der Invarianten durch Integration, Nachrichten
von der Koniglichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen 1897, Mathematisch-
Physikalische Klasse, pp.71-90. [Z 1 bR, B L B3 FRERDERKIZDOWVWT]

E#REE SO(n) K RIBREBIEEZ 5.2 FEHE 2 BEMIZEE T L. Un) THHER.
E3TZLHBICLBASTHENTS. TO0HEOHRXTIE, 1 HROBEXHHD,
ARSIV, FORDYIZEAFIZEDOBERZEI W2 DITFHEKY] D
ELUTA-TWS, Zh2H000ORED LB/ BT L, 48iicodrh b, SEHIZAE
POBEMLBEY LR A MVEMD EIROKRIZR S (FEE - HEIRENRLLE) .

B, p.71
§1. ERMEOTRERDEAVEREROER, £<I250(n) DEE p.12
§2. EI¥REE SO(n) DIRIKREAR & RERE O RAERMRR p.75
§3. =& Y B SU(n) DIEBRAER & RERIEOBREHFRR p.80
§4. Lie BOBEO— ke p.86

EX. EREGCH»EE 2,,10,...,2, CEHEZLULTEHVTWEE 21X, £EOD
Bﬁﬁ f(zl,xg,...,xn) Iz g € G %@ﬁ‘ﬁf, g € G G:BEL/VCS‘Z#’J%K D, Z:ﬁit
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o(T1, T, ..., zn) 218 5. [(RAROLETR o= l—é-—[ Sogec 9f-1 T OFHE IMRERK
DEEIZHLFRBILBHB, DHPEXDH LIZ, MOXEVKRSD :

------ Ich habe nun den Gedanke verfolgt, dieses sich so zu sagen von
selbst darbietende Verfahren zur Erzeugung der Invarianten auf die con-
tinuierlichen Gruppe zu iibertragen, wo dann naturgemaf bestimmte Inte-
grale an die Stelle der Summen treten. Dabei richtete ich mein Augenmerk
zunachist auf die ganzen rationalen Invarianten der algebraischen Formen,
also auf diejenigen ganzen rationalen Functionen der Coefficienten einer
Form, die sich nicht &ndern, wenn man auf die Variabeln der Form eine
beliebige lineare, homogene, unimodulare Substitution ausiibt. Die Unter-
suchung fiihrte mich indessen bald dazu, ------

(R [BRE]) ZhiRRaFEREE, [BLOM (FE)) ORODIZ, ARIZRE
5 [BEOBES] TBEEBRZZZLIZL-T, BI»ORBAE UTHRERDERK
DRHRZDTIRBEVWHALDOERZERTS. AHOBERIE, BRORERTH-7H,
RITIG BB S IBEITHA - . ZOWEIRE ST, - - - -

([FXORE|DEE) X SLITHEBLEZEITIE, SL(n,R),SL(n,C) £7i3Z D
DB BB EBROGELVH 7=, L ITZ I TIE, HEHE SOn) OHABLUZE
DERBRTHEI=RVESU(n) DBEEWMORD.

§1. BHEFOFEESEBOAFEROER, &< I S0(n) DEA.

BlE#H G = SO(n) 2Hlicl > T, B EDOFREBEDDFEETS. h=(has) € G DT
FIBR hop (0, € I, :={1,2,...,n}) 2> &,

(1.1) d32:==j£:aﬁeln(dhaﬂ)2

X G LD Riemann #8252 5. ZHIRRBZPSIZGARETHS.

fiif5, —#%IZ Riemann Z8f (M™,ds?) I2BWT, RAMEERE z = (z1,22,...,%m) 2
BiL C Riemann &% ds® = Y, .oy gij(x) dzidz; LEVWI2L &, volume R dv =
V] det(gi;)] do1dms - - - do, (& M™ OFHEMEBBHZEL TCRETH S GEAEL TH
BHLTH3). ZoHBZBZMATHE, G =S0n) 240 LIZILBEREZEAL T,
EFED G LD metric ds? #fF-T, G LOREESVPEETESLRT.

§2. [EEREE SO(n) DILBHNERE & AEREORFHRT

BRITIRF#ELWIHRHRBW TR THH#Z2RLTHBDT, Hurwitz DARNZEDDH
DEENESGTHHT S Z Lk (BEOANHDBIIZEADFAMI L EENHTS
ZDT) BEHELY., ZZTRECRTIHETE 2248 % Hurwitz-Schur DR &
AT, THETS (FEi#Rxicik, T8 (Satz) EORHLE—TRVWDOT, IT5
STHFIIEHICELDTH D) . [LBIEERIE 3 RGTEIER SO(3) @ Euler D — i}
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{6THB. nik5EBuclid Z2[ Er IZER B Hry, 20, ..., %,) 22D (EELUTHNRZ
(12) le(d)) : (;f) = (:?jz _;(S)lsn¢¢> (i:) 3 "B;c = Tk (k % Zaj)

j
G, = SO(n) £k%#HET % Hurwitz-Schur DERE (i )1<ici<n EHAT DITH,

3 G, DOGup1D-- O Gy DGy EWSHAHOFE LD, %‘GJ @@ET]‘_l ZIRD
J:')&Cc‘:o’C, ﬁu Tn—1,Tn-2,.-.,73,T2 %%ié :

Tno1 = T12(h1n—1)T23(d2n—1) - =+ -+ Tn-1n(Pn-1,n-1)s

Tpn—2 = r12(¢1,n—2)r23(¢2,n—2) v T'n—2,n—1(¢n—2,n—2)a

a9 oI |

rs = T12 (¢1,2)7’23(¢2,2)7

re = T12($1,1)-
EIE 1.1, FER SO(n) O—BIt h 2D & S5 ITES -
(1.4) h=17p_1Tn-g" - T3Ta.
WE, & (2<j<n—1) DRTA—=K— ¢1;,¢05,- -, P55 PR
(1.5) 0< ¢y <m(1<i<yg), 0Z¢;;<2r,

R8< L ¥, ZOBKEMEIE SOM) 2EET S, 3561, ROFBRRAEAMLLLE
ik, 1l OXIRIZRS

(1.6) qbi,j =0 (32 > 1) 2eiE ¢k,j =0 (Vk‘ < Z)

Efg 1.2, ﬁ SO(TL) D EIz (13) [Ad J: D Hurwitz-Schur @@*)ﬂﬁ% (f) = (¢i,j)1<i<j<n 75:
ANG. EECH < #FHIE (1.5) TH5. B LD Remann FHEEL LT ED (1.1) ZA
5. Z® Riemann SHEICEME L - AHERIEERET (BERE2RWT) RICE
L

(1.7) dh=T] (singre) " dops.

1<rgs<n

2ODEHEOMIE. EEMON G, DGr1D DG T, BETS G, DG, D
WERLBL, jo1IRTORE $91=G;/G;— LY, REDH S~1>585" 2>, D
S$?25 S %83, (1.3) DEEEDF re_g,Tnos,...,r2 T, r; 13 &7 IREBEREZ S Z
ZOITEVWEDIZEATHS.

Hurwitz 2 & 25E8 1.2 DFEADO AL, [BRE S/ LOEEREREEERE r; O
FA—R— (¢iihec; (DB, REEE) THEELELT, zhiMadEhhig,
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BG, LOREBOD h=r,_1Th_o 1o Z2Ho-BEARRIHPBOLNE] 201SHD
THd. MPVWHENEWTHIDIITREVDY, RO LBEEERE-7-.
“ERXTIE, AAREAREE, BBEBARE do; Adog A oo B, RIZIIHET IRV,
Hurwitz X8 ik THABERBOFHE] 28HEIH>TWED TR WD, ks,
ZNEUICIREZSNBRITEZEDETRVDRL.

B, WX TIXEE 1.2 TOELR, AR vol(G,) BEHEINT WS (OHIZ[Sch1905]
TEEHD).

§3. 1= 4 Y& SU(n) DILEHER & FERE O REHRER
SU(n) & nREIEFEOEEKRE UTOHBESEH Y, B LD Riemann 5t U TR,
u = (uaﬁ)a,ﬁeln ESU(n) LT,

(1.8) ds* = Zaﬁelndua,ﬁ dug;
Brd. ERBMIZISUQR) T, TO—BARETOLIIIRINS :
W o 154
(1.9) u = ua(p, X, ¥) = (?"W S o “”f-w) ,
siny e cosp e’

(1.10) 0<p<m/2,0<¢Y<2m 0< x <27,

®WRE1.3. BSUQ) EIZ, (1.9-(1.10) XX b EEE2 ANS &, BEOREHER
(BBEZBRVT) FTRATEXALONS :

(1.11) du = cos @sin p dp dip dx.

—fED SUn) IZ2WTik, SO(n) DHELWTIZHERT DL LT, BEOANS,
RERAEOEAE (BRBLUE), BLT, HL2EOARE, 25X TWVA5.

§4. Lie BDIBZED—MiR

—RD Lie B G Iz U T, AFEEZ2M > T, volume EEDREMZ|/LE TV 5.
Maurer-Cartan FERX dw = g~ ldg DERIF BB INTIIVARWVD, ZUTEILIR
EBRVINTVWBIXT. GEIZE)

2 Schuric k2 THREBEOEER®R] OS5t
(FZERBRAOIABDHAEE I NN MNEICHERT M)

[Sch1905] [ST7] I. Schur, Neue Begriindung der Theorie der Gruppencharactere, Sitzungs-
berichte der Preussischen Akademie der Wissenschaften 1905, Physikalisch-Mathematische
Klasse, pp.406-432. (X FIVER. BEEOHEROH L WERKTT)

Frobenius IFHRTIZUDH T IERBEOERTG ] 288U L 2T 3TWOEEL ViR
[F53,1896a], [F54,1896b], [F56,1897] Z# &KL 7-.
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130, BOBE (ZRBNEE x() (e6) &, “G LOFERERT, 5
MY AERAROM” ¥ LTEEL, MAKNZIRDEVE L. ¥5i, FREHMlZL
T, B G, U, S5, As, PSL(2, Z,) p WHEE, ZHLT, ThoHOHEETATEE
Mz E Z 7=,

H oMY TIR, BIFIREVD |G EROLZEREEHL, THhORTAHEEAE
BHZER D o T-. ZHIXGOFARBOBNIEEETLTVD I LITHD.

&3/ T, GOBIKER G2 g— n(g) OMAREIZUHOTHEALT, TOMHE
%X@ﬁﬂﬂﬂm)tbfﬁ%bk.:@%bvi%ﬁﬁ%%%@ﬁﬁfd&<,%
OIEBBEHO—RESHENS. ifs, WERENERL UTHNY, IITO
el M1, BRI B I ARBNBROERELEALALDT, #HLDBOLES
Fe. (L RAREOS 118, X 5.2 [FIERR 26, V3] 2RI N7L.)

% 7, Frobenius DEHEFTH -7z Schur D Z DFwXIE, LEFD YRS
ISR X | AN B0, BMABADEFEMHATITEL, $TIEUDIC TFPR
B RBIEXE, 2ohs (58] P [BROR OFAL 2R TwL, BeHEI
RADHLHT, BROBHLLERLEN >, IOFRIFEBRST, &b
—EOBIZ L BT S, Schur B, ZOWRXDEED 4T TRDL I ICARTNS :

Die vorliegende Arbeit enthilt eine durchaus elementare Einhiirung in die
von Hrn. FROBENIUS begriindete Theorie der Gruppencharactere, die auch
als die Lehre von der Darstellung der endlichen Gruppen durch lineare
homogene Substitutionen bezeichnet werden kann.

(3R) ZDHTIE, Frobenius BERET T 72 [BEHEE OEROMEN GRS
NEEAY, TheHAT, BERE~OFHE, L2E0.

BXHEDS - &b BEARPMIFNLBERREOTIIER L HEICET VDD
ZESEFRTHS. ARG O EOBEK fIoHT D [FE] ERAELSTES ¢

1
(2.1 [ f0)dg = 3, 16
FEEFSHEAIL TRFRARERRE 2T 5 (FHRXORAKWER, U
CikEf, BELANTUES DRELURRVA, I, KLFREOHNDER

CRAEVOTHEREZZ2TOLBEYDABHFLEERY) . G LOERBEREROEM
C(G) 12, RO LS ZEEMEAEEAND ¢ fi,f € C(G) KHLT,

(2-2) <f1,f2> 1=/f1(9)?2—@d9-
G
fH, TR EERY PVERV(r) O GORERERLL, d, =dim7 £BL.

FHE2.1. (1) n(g) (g € G) BA=R VR BEEMARD V(r) KEATES.
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(i) V(r) CEREXREL LY, 1(g) = (£55(9)),, peg, LI=F VITFITRT
(75 WATHIER) . 7 2B EREL, HOBNERp2 LS. ZOLE,

(2.3) (tgﬁa t%) = El; 60‘)756)5 (Ot, ﬂ, Y, 6 S Id").
(24)  pRETOEE, (=0 (Yafimb)

(i) BEFURE m DIRIEE x.(g) = tr(n(g)) (9 € G) &HBL. ThiZ G EOTEH
HTHd (NHECHETAE). p 2HOBNRHAT pEr T5. ZDLE,

(25) ”Xﬂ'”2 = (X‘IUXTF) = 1> (XW)XP) = 0 i'e‘a XTl' —L Xp . 0

LOER (i) 2 EVET &, BNEE2AOEER, (BRXIT) Hilbert 22/ L2(G)
O IREEH L D585 2H] L2(G) OEHREREE25X T3,

B, EENORMED, Schur iz XBFEHAEER, GV R7 M ROBEILD,
[ERELDOF] [,-dg 2 TARRE dg “ETHMD) [,-dg CBEESHEZINE, 2
DEFEHRTS (BRLBECRoTINEZH - ZITRHEFLE) D, ZhiddT2v
Z & T, REID Schur, Weyl DAFERZDIEPICHTERELHELEZITWS,

3 Schur ® n REEGHDOEHNRIRODPE (FEBDOK
) & Weylick 3 FDikk (EReE LT)

[Sch1924a] [S51] I. Schur, Neue Anwendungen der Integralrechnung auf Probleme der
Invariantentheorie I. Mitteilung, Sitzungsberichte der Preussischen Akad. der Wiss. zu Berlin
1924, Physikalisch-Marhematische Klasse, pp.189-208. (&% MIVER. REXGROBEIZNT
%, BastEoH LWVWISH, L B#EES)

1897 £® Hurwitz D Lie B LOARERST DA 5 27 K- T, k5L Z0MmH
BENEDOD, ZOWIXTHD. AR, FERRIIELORERI 2HAVEFED
—fik&w &, Hurwitz @ SO(n) 25X 2 IKEBEE FEBS BT 28R %2518 (DL
fEIE) UT, n REEHOBNRFEOLEL2BL-ODOMMTHS. Thik, FTHE
FOERBEFR (FE 2.1) & SOMn) ITHIRLT, FNIC L DEBEHNEELZRD S, 20
DFETEITENS. Wi, 1EFOFXEHEIH (§§1-3), HFIIH (§§4-9) » 5
55, NEZREA>OIZBREVANT Y TT5L,

Erster Teil. Projektive Invarianten.

§1. Ein Hilfssatz iiber unitére Substitutionen.

§2. Der Integrationsprozef zur Erzeugung projektiver Invarianten.

§3. Beziehungen zum Q-ProzeR.

Zweiter Teil. Die Homomorphismen der Drehungsgruppe und das Abzahlungsproblem
fiir Orthogonalinvarianten.

§4. Der HurwITZsche Integralkalkiil.
§5. Einige Eigenshaften der Homomorphismen der Gruppe D. (. D = S0(n))
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§6. Die Grundrelationen fiir die einfachen Charakteristiken.
§7. Das Abziéhlungsproblem fiir Orthogonalinvarianten.

§8. Die Fillen =2 und n = 3.

§9. Beliebige orthogonale Transformationen.

BXOEMREBEOENSEIHTS L,

Im Falle der Orthogonalinvarianten sheint der HURWITZsche Integra-
tionsproze® keine dhnliche Umgestaltung zuzulassen. Ich zeige aber, daf
gerade in diesem Falle der von HURWITZ entwickelte Kalkiil noch andere
wichtige Anwendungen gestattet. Insbesondere liefert er eine elegante Lo-
sung des “ Abzihlungsprobelm”, ndhmlich der Aufgabe, die genaue Anzahl
der zu f(a, ) gehdrenden linear unhabhéngigen Orthogonalinvarianten von
vorgegebenem Grade r zu bestimen. ---------

(BFR) BERXREALEROBEIZIE Hurwitz DD 70 € A D FAKROBGE IXFF S 072
W57, ULALRIRTEZOEAICIE, Hurwitz 2SER L ZBEOHED, EHL0E
ERSAE2ET I RRLUA. &2 X ETHEE LT VAV b efgzED
oF. ZhiE, BDONREr D, (fla,z) IWHIET %) HEMREEHFALR
OFEMLERERET SMETHS.

[Sch1924b] [S52] I. Schur, Neue Anwendungen der Integralrechnung auf Probleme der
Invariantentheorie IL. Uber die Darstellung der Drehungsgruppe durch lineare homogene Sub-
stitutionen, ibid., pp.297-321. (XA MR, —, IL BHEBIZ L ZEEBEORKICOVT)

SRRz, EER SO(n) DENEROMEICRY. BEOEBIREN R EEZTS.
HADKEMAL LT, BIREVAL7y 7L TEID 1 2HEDFXDE,

§1. Allgemeine Vorbemerkungen.

§2. Die Fille n =2 und n = 3.

§3. Eine Hilfsbetrachtung.

§4. Die einfachen Charakteristiken der Gruppe D'. (. D' =0(n), D= 50(n))

§5. Fortsettung und Schluf des Beweises.

§6. Folgerungen aus dem Satze IV.

TITI, BXO— (BEI3BEELY) RFATHICL LD THEOFMITEN

Mein Hauptergebnis lautet: Alle stetigen Homomorphismen') der Grup-
pen D und D' lassen sich allein unter Benutzung ganzer rationaler Funk-
tionen herstellen. Um eine Ubersicht iiber die Gesamtheit der irreduziblen
Gruppen linearer homogener Substitutionen? zu gewinnen, die der Gruppe
D bzw. D' homomorphe sind, verfahre man forgendermafen. Bedeutet v

DEE Y 2R &
DEED 2RE
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die zahl [n/2] so bilde man fiir jedes System von v nicht negativen ganzen
Zahlen

(1) aZag2-2a
------ (ATRP I LD TEHKL THARETH)

(FER) FADOEERRIBZMOELSICEZLS: D=S0(n) £ D' =0(n) ITHLT, TR
TOEGRFERED X, BEBZT2MALTHEIHEES. DB LI D OB
ERRLEOBBEEZBLOILTEL, ROEIIX3. £7, vi=[n/2 LB, vi#
DIEABH DR

(1) ar20m2 2o

S, [BTFOBBHIRE<)

(FRBA) o = (a1,02,...,0,) XD ¥, ZOME2DEHRBLBETHE D = S0(n)
DERMEBEREDET 57200, WOREIREVIA MTHY, n DEFIZ X > TRETH
ESDT, ZOHHAY (REFEZADTLOOBRET) 311T1E L.

Bl EFSIROBREDIEEZBIHT 3 2,

Bei dem Beweis der hier erwidhnten Sitze benutze ich die auf dem HUR-
wiITZschen Integralkalkiil beruhenden analytischen Methoden, die ich in A.I
(=28 I83X) entwickelt habe. Es handelt sich in erster Linie darum, gewisse
Integrale mit wohlbestimmten Integranden genau zu berechnen. ------

(BR) ZZIZBFohTWBEHAL2HEHT 21X, B1HXTH L 7~ Hurwitz
DAEBRDIZEDRITNAERRFES BB H D, FTITRETE I, BETOWE
AEBIZOVWTHEELRFIE 2 ERIE R SR,

(B3, BEMEEZ, EH2.130) 2FEX5L512LC, BAREHETRDS.)

X DEMEHETIXE. Cartan D 2FDHY L OBRIZONWT, I SHIZFETAE
Thd, EOSEEHA.

[EHIE] SO(n) (n > 3) I3 WHERE Spin(n) (2 BEHE) 28HODT, SO(n) »
LGRT2MHDOREDNHZ. ZThE2AEVRBL LY, FNoSIHBTIBREY Y1 b
a = (a1,0,...,0) &, TRTDa; BLEH (F/2) TH5. Schur VAR TH

» Z ORI Schur DFFETIX, B G OBEER (r 2$3) LZThIZ L3408 1(G) L 2%
BVWTWAOTEESBETHS. Mk Y TOMEE Homomorphism 13 [HEEE LERTI0E
YTHD. ? TOMEE  Gruppen linearer homogener Substitutionen®’ (RT3 & [HREIHEHIT &
DEULED) X, BRAREH de TRIT DELRD LERE L E5TW30T, G=D, D
DrilEBBr(G) DI LE2EKTED, Zhd BEER ) LERUTHEBTIONEYTHS.

4) E. Cartan, Les groupes projectifs qui ne laissent invariante aucune multiplicité plane, Bull de
la Soc. Math. de France, 41(1913), 53-96 (& E# Lie MOBMRBE D). —, Les groupes
projectifs continus réels qui ne laissent invariante aucune multiplicité plane, Journ. de Math., Série

6, 10(1914), 149-186 (SZH# Lie BOBMRR O H).



LD, o BTARTERZOT, LAOBERKNERER GEAYY) THS. LieROK
WERODENPORZ L, AV - AL VIZKERZRIMODT, Cartan IFHH
EF—RBIoaBELTWA. UL, BEBHKER Spin(n) REPRL P> TWRro T
HROZLTHS.

[Wey1924] [W61] H. Weyl, Zur Theorie der Darstellung der einfachen kontinuierlichen
Gruppen (Aus einem Schreiben an Herrn I. Schur), ibid., pp.338-345. (FR. HMUEREHOR
HOEBIZOWT)

Schur 2 SEYIzd L 2\ORFDERDOELZ2E > T, TOFEORKLA THL
DALZEBOAREES] 12H B 2RV, Cartan A EDWHWD S [Weyl D
BOAR] 252, ThEHEXIEHER SU(n), SO(n), Sp(2n) DEERIRB D4 H
BB Z L ABEBIUEBLAE. ZOEBIE, Schur DRFBEDHFRIZE > T, Schur HHD
—EOH LI, I ORFIZEAINS &5, FLRARER 7% Schur B F LBt E
WA UFEL 2.

[Sch1924c] [S53] I. Schur, Neue Anwendungen der Integralrechnung auf Probleme der
Invariantentheorie III. Vereinfachung des Integralkalkiils. Realitétsfragen, ibid., pp.346-355.

X TlE, Study iz & AEEROAERR, LHDOWXTOD Hurwitz B 2 FAEH
Bz L THE VL Z2D [Weyl DEDAR] ~OEkIH5. HREHBT S L
§1. Einige Hilfsformeln.

§2. Der vereinfachte Integralkalkiil.
§3. Der Abzilungskalkil fiir Orthogonalinvarianten.

§4. Uber die reellen Darstellungen der Gruppe D.
(728, Schur & Weyl ED% b & b OBMEADT, ZO—HORXIIOVWTI,
U < I (R 38, T RONL.)

4 Weyl DEFREMED (BRXRT) BENRRODE,
3 =% Y4t (unitarian trick) DI

[Wey1925-26] [W68] H. Weyl, Zur Theorie der Darstellung der einfachen kontinuier-
lichen Gruppen durch lineare Transformationen, I, IT, ITI und Nachtrag, Math. Zeit., 23(1925),
271-309; 24(1926), 328-376, 377-395, 789-791.

ORISR [Wey1924]=[W61] TEBE U THE LAPHT, ERICHENRAOD
EAEFULE. 2V 7 VEEBIINT 3BENRBOSERR, o, ERGAROR
BRRTTEHIRE O R R %\ /2 (Weyl @ unitarian trick) . ¥ T4RWOAET
BB, Weyl N HBEZHX T, —BOBMbDYEME Le B OWTH, HRE
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EFRLULTVWAHAEHD, FI TR, HIZIE, FINBICIBWT, 2287 VERIZD
WT, FOEAREX ISP >TVWARVEELZOT, YEHBR L EER L OBOHE
&AL > & DT, unitarian trick DBAIIZRDBH o7, LWHIZ L EH o7,

(RE) ZNITMITITHERCHT O, D Weyl ED [HHEE 22U AHORK
BT, (REBEHD Weyl DD AR DWHWYW B SBa2KEHE 2 0E»SHML &
DLUTERULAEBRRBRTHS, THIZDOWT, ELPDOALBIEEHZELELTHIO 4
RIZBEER DB TEDEAE 5D, LT 22 0BlobhsTWEDED, H3 L
&, Elie Cartan O ¥4 % # U7z Chern-Chevalley D##HD 25ATWT, RO LS54
XEZAMIT, BAVL D CMERLIESZEAK. ZEOHT, 1925EH4D T
O Cartan DIEH &, Weyl D BB O REH [W68| & DR %3 U784 (p.226) D'E
58 (lines 6-9) IZIFIRD L S IEBHNT WS :

------ Whereas Weyl’s line of attack was, if we may say so, brutally global, depending
essentially on the method of integration on the whole group, the work of Cartan puts
the emphasis on the connection between the local and the global. ------

(Z ZT® Chern-Chevalley D EE ‘brutally’ 1, FEDTRIILTEE, HLUAED
BELLZITINEH.)

5 Peter-WeylDEE (Q /80 MEOBRNRIROTZSM),
(4. B UCFENFEHLbN TV ZBEABEHROIER)

[PeWy1927] [W73] P.Peter und H. Weyl, Die vollstsandichkeit der primitiven Darstel-
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§1 OFEN»SEIHT D L,

1. Gruppe. Volummessung in der Gruppenmannigfaltigkeit. Es han-
delt sich im folgenden um die Darstellungen einer geschlossenen kontinuier-
lichen Gruppe durch homogene lineare Transformationen oder Matrizes. In-
nerhalb der gegebenen Gruppe & bedeute o das Einheitselement. Um der
Moglichkeit einer invarianten Volummessung willen werde vorausgesetzt,
daf Lies infinitesimale Begriffsbildungen auf die Gruppe & anwendbar sind.
Es sollen also die zu o unendlich benachbarten, die infinitesimalen Elemente
von &, eine lineare, etwa r-parametrige Schar bilden. Zu einem Element
a von & gehort die durch die Formel s’ = sa definierte Abbildung s — &'
von & auf sich selbst. Bezeichnen wir sie als (rechtsseitige) Translation, so
ist das VolummaR auf & durch die Forderung bestimmt, daf das Volumen
den Tranlationen gegeniiber invariant sein soll. ------ .

(FR) 1. B BSBE_LOEME (Volume) 5TE. BUTTR, B (T&bb, 2
VSy W) ESEBOFEERE, b UIRFH, CXAREAZIVKD. HA o
NEREG DHENTE o THRT. TERBEABEAOTRMED2DIZ, Lie DERNE
BOBEIMEZZ 2 LEIRETS. 25758, BAT o WER/NTIEY, & DR/
mItid, Brad EED) 2#2K5%. acBIIHL, BH E>35 5 =50€ 6
2EBEL VS, 6 LOBEERIX, ZOBBIZEULTRETHS I LPERIND.

(B3R DBIA] §2 DKL Y D5FIbA>T, AR [Wr2] (Fil) %, MBI
Buz B3, allgemeinere BoHRsche Vollstéindigkeitsrelation DFEAE] & DIiE I
LT, BIELTWS. %7, §6 DRKEE (1217) T, KE[W6s] (L 4. )
YOEEIZOWTRR ST WS,

(4 [Wey1927] [W72] H. Weyl, Integralgleichungen und fastperiodische
Funktionen, Math. Ann., 97 (1927), 338-356.

LD [WT3] & Z D [WT2] i, FELERDIFHATSDOF —RA V IHPILETH S
LT, HEEXHTEELL-oTWS., TORS Vb, BED EEeRiD)
BOERAEOa VA2 MEICETAZ L TH S, p.348, lines 4-9 25IHT B &,

Der hier zur Gewinnung des Fundamentalsatzes im Gebiet des fastperi-
odischen Funktionen beschrittene Weg steht in einer Beziehung zum Voll-
stindigkeitsbeweis fiir das System der primitiven Charakteristiken einer
kontinuierlichen Gruppe. Man vergleiche dariiber eine demnéchst in den
Mathematischen Annnalen erscheinde Arbeit von F.Peter und H. Weyl, in
welcher jener Beweis allgemein erbracht wird.



6 [TrhTwi IBEORTREDO—MKH] (Haar)
[Haar1933] A.Haar, Der Massbegriff in der Theorie der kontinuierlichen Gruppen, Ann.
of Math., 34 (1933), 147-169.
(Ubersetzung einer der Sitzungen der Ungarischen Akademie der Wissenschaften am 18
April 1932). [1932/04/18 DNV H Y —RLBEE (N H Y —FE) OEER FA VER]

Introduction Tl%, _E T3 U7z Hurwitz, Schur, Weyl 25/ L TW5. TR,

EE6.1. (LieBEIIBSARW) BEra v 37 D, BB DTS THN
X, ERBE (£/-I13EBE) TRELIEEIEET S. O

FXZEPSSIHTS L,

1. Der Ausgangpunkt der Lieschen Theoie der kontinuierlichen Grup-
pen, die sog. Infinitesimaltransformation, wird bekanntlich mittels eines
Differentiationsprozesses gewonnen; deshalb ist die Liesche Theorie in ihrer
urspriinglichen Form nur auf solche Gruppen anwendbar, welche durch
solche Gleihungen dargestellt sind, die die fraglichen Differentiationsbe-
dingungen erfiillen. Dieser Theorie steht eine andere gegeniiber, die von
Hurwitz in einer beriihmten Arbeit angebahnt wurde, welche man treffend
als eine Integrationstheorie der kontinuierlichen Gruppen bezeichnet hat;
diese Theorie wurde insbesondere im letzten Jahrzehnt durch eine Reihe
von wichtigen Arbeiten geférdert, von denen wir hier nur die schénen Ar-
beiten von Schur und Weyl erwihnen.

Es liegt daher der Gedanke nahe, die Frage zu untersuchen, ob man
--+-(HH8)--. - . Diese Frage ist offenbar damit gleiwertig, ob man in der
Gruppenmannigfaltigkeit einen Inhalts- bez. Mafbegriff einfiihren kann, der
wnvariant gegeniiber den Transformationen der Gruppe ist,d. h. der ------

(2 17/R4&M#,)  Unsere Untersuchungen gelten sogar fiir noch all-
gemeinere kontinuierliche Gruppen; wir werden im wesentlichen nur an-
nehemn daf die Gruppenmannigfaltigkeit metrisch, separabel und im Kleinen
kompakt ist. ------

iR HEEH, WO SER/NES, O Lie RAOHIEMIZ, I<@ohTW5k
2, A TuArs/BLNTWS. FRWY X, Lie BRIZIAROETIE, YoMy
ZEEMT EORABRATRINABIIOAGETE S, 2o 0EBIZIE, Mmh
WEDEDHOE & UT, Hurwitz BERRMEE) TEZEW NERE LORBEOHE
Ml D5, TOEHBKE, ZITEERYTHOBERAENBEVTWAY, Z2T
ERTBHDIX, EUL\ Schur X Weyl DAERL Iz D 3.

1) Gottinger Nachrichten, 1897, S.71-90.
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UadioT, TUICEAVWOKHEEL LT, - (FBg) .. ZORIREIR S 2ITROM
WIZEETH 5 : [BEREO LIZ, BRI L TARER “BEHLS’ (Inhaltsbegriff)
H UL IX GHEBEE (MaRbegriff) 2B ATEZ 30, ------

(BH8) BAOWHARIR, ThEIrhboL—BNT, EEE ROZ 2 UMK
FLURW : THEREIE, BT, T9 7T, Bffav /32 ).

BR2VA Ty 7T5E,

§1. Der Inhalt. (FR. BE) pp.148-155,
§2. Eigenschaften der Inhaltes. pp.155-166,
§3. Das Analogon des Lebesgueschen Mafien pp-160-166,
§4. Anwendungen (&) pp.166-169.

%B, §4 DIRAICIX, BIHEEBE UL TROEE D 3 :

15. Ist die Gruppenmannigfaltigkeit ® kompakt, so kann mann ohne
Schwierigkeiten die shone Theorie von F.Peter und H.Weyl? iiber die
Darstellung der geschlossenen Lieschen Gruppen auf den vorliegenden Fall
iibertragen, da in diesen Untersuchungen lediglich nur der invariante Inte-
grationsprozefs benutzt wird. Um dies kurz anzudeuten, ------ .

(Bl REREDISHEL UT, Peter-Weyl 32 2% b Lie BEIZ 5 X -H 31T,
~fDI NI ME (FERELZFOBE) N UTHRYID) Z&2HLTWS, EE
HDOF— 2 mER, (FORBFEERRZVWANVAESTWTE) BRI, BRAKER
TEXE, REASETHS:

. AN MNELOEEREE OBOFERRIFIVNINTHB. P

7 HaarAIEO—BMEED 2EHDA (Neumann)

[Neum1935] J. von Neumann, Zum Haarschen Mass in topologischen Gruppen, Comp.
Math., 1(1935), 106-114.

EE7.1. A7 M NEEDOWDHY S Haar HIED (EBEZBVT) —BHTH 3.
NEPEHTES XD, hiX0EE 1. O—H%25(HT 3 :

1. G sei eine topologische Gruppe, d.h. -+« cevvenens
............ (12 4F%8HE) - ovveennnn.

2) Mathmatische Annalen, Bd. 97, S.737-755.
3) £H. Hilbert 2R LOREEHA AV RI M THBLIE, ERESRHEN D VY MNESIZET,

SANE R
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A.Haar bewies, daf in jedem im kleinen kompakten G ein Mafbegriff
definiert werden kann, der alle formalen Eigenschaften des Lebesgueschen
Mafes besitzt, und gegeniiber jeder Abbildung z — z-a invariant ist. Dabei
kann das Maf von ganz G durchaus unentlich sein, aber es gilt: Jedes Ma
ist 2 0, jedes Mak einer offenen (nicht-leeren) Menge ist > 0, jedes Maf
einer kompakten Menge ist endlich.

Ein solches Maff nennen wir ein Haarsches rechts-invariantes Maf8. - - - -

...... (9F7T4808) - - ..

Wir werden nahmlich fiir kompakte G eine neue Methode angeben, ein
Haarsches rechts-invariantes Maf aufzustellen — das iibrigens in diesem
Falle von selbst auch links-invariant sein wird, ja auch gegeniiber der Ab-
bildung z — z~!. Unsere Methode ist von der Haarschen wesentlich ver-
schieden und vielleicht auch an und fiir sich nicht uninteressant; sie ergibt
fiir kompakte G das Endresultat rascher, und so daf die oben erwihnte
Eindeutigkeit von selbst mit herauskommt. --- (BATHEE) - - -.

[Neum1936] J. von Neumann, The uniqueness of Haar’s measure, Mat. Sbornik, 1(43)
(1936), 721-734.

EE7.2. AR PTREVERI VY VRENE2IMENE (BESERIZTE
BARHDB) #2372 %, Haar HIEIZ—BRNTH 3.

8 HIEADEZIL - Bk & EE DR (AAKE)

[f84 1936] S. Kakutani, Uber die Metrisation der topologischen Gruppen, Proc. Imp.
Acad. Japan, 12(1936), 82-84.

Haar DFR |Haar1933] TIE, BATa v 82 MEEZ, AT L v &2 PR 1 TR
PREINT W, BEOREIZ2VWTIE, B2 a8 (FESERICTEENHZ)
RO (EREEMIZL5) FEMA IRl 2EHT0RELREVS, AL
HIIROERZFEHI N/

EHE8.1. BVUTEAEEMALTMMERCE, £B (£ LIREABE) TRE
TREEREATA D,

I, BIMNTEAEL Y REDEERVBFNFNTERZED] YW M
THd. RO MITTDTTIES L.

[A# 1938] S. Kakutani, On the uniqueness of Haar’s measure, Proc. Imp. Acad. Japan,
14(1938), 27-31.
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AAEER, ED Neumann @ 2HEDOHXEBA T, HEEM EOFRLHIELAD
T, BB L-H—NREBHRT, HarfllEO—EME2RU -,
WX by THhSBIHTSE,

1. For a topological group G, which is locally compact and separable,
the uniqueness of Haar’s left-invariant measure is proved by J. v. Neumann.?
Although the method used by him is very interesting and powerful, his proof
is somewhat long. The notion of right-zero-invariance is not necessary for
the proof. In this paper we shall give a simplified proof. The essential
inprovement consists in the adoption of the right-invariant measure in the
second group, in constructing the measure of the topological product GxG.
Since the separability plays no essential roll in our proof, it can slso be, by
slight modifications, applied to the case of a non-separable group (the case
of a locally bicompact topological group, which is treated by A. Weil?),
and moreover we can prove, in the same manner, the theorem of the unique-
ness of Haar’s measure even for the case, when the field G is no longer a
topological group, that is, G is simply a topological space S, and when
the transitive group G of homeomorphic transformations of S on itself is

given.®)

TERR.

BGERFa VA2 2T 5 (MEABIMERELRW) . GHAHEZRE S LizFMEN
(homeomorphic) W DHBKIZ/EAL TWB LT 5. Borel EGEETESE I h, HY
AV M Borel EEIRUTHBHEA L 20E u2E X 5.

EIER.2 (—EM) . S ELOHE LT, GRERLDIX (EBUSE2BRVWT) —BEMNT
»H5.

9 BHLOAEAEERDRER (Weil DEE)

[Weil940] A. Weil, L’integration dans les groupes topologiques et ses application,
Hermann, 1940 (1st ver.), 1964 (2nd ver.), Hermann.

AEDE2E (§§6 ~9) P Haar HIEZIOKS.

§6. THIE RS 1HWVWT, Radon WIEAHTEINT WS, ML X BEARa
YRTPTHBLE, XOAUNI MELEEL2EBOEAISERINS o NEHEE
M(X) LT 5L, M(X) ETEHEENBRMES Radon FE £\ 5. Radon B

1) J.v. Neumann, The uniqueness of Haar’s measure, Recuel Math., 1 (43) (1936).

%) Sur les groupes topologiques et les groupes mesurés, C.R. 202 (1936).

3) Cf. J.v.Neumann, on the uniqueness of invarant Lebesgue measure, Bull. Amer. Math. Soc.,
42 (1936) (Abstract).
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AN bENEEREEREHRLSEO K TERZEM C.(X) LOKRBIRBERDOEET
LEBTDILHTES. ZNid Bourbaki D Y FTH 5. (FEiF, Weil IZ Bourbaki
IN—TDENLE - HbDOFLAMTH 572.) C(X) LOEEBENEE o BNETHB &
i, FeC(X), f20, BHLT, o(f)>0, LRBILTHS. ZDLE, ALK
MBI TH S :

HE. C.(X) EDERSERB o 23 L, M.(X) EORE u H—ERICHELT,

(9.1) olf) = /X f(@)du(z) (f € C(X)),

Y75, WS, pk M(X) LOBELTEE, BH (0.0 IKEY, C.(X) LOEDH
By 285, m|

XZRFAVANZ FEGE TS, B f e CAG) R LOEBE g — sg 2@1E
&, (Lif)g):=f(s7'9) (¢ €G) &725. C.(G) LONEM o WEXRETH 5D
o(Lsf)=o(f) (Vf,s€G) D& E. Weil iZ §7 T, EALER o ODELEZTHHL /-,

F. Well DIERIZEZE, Tav Ry NEMOERIZT /82 FTHB] (Tychonoff
DFEH) £\NWSFT, E.Zermelo DBERAEIMHELNTND, O LTHS.

EH9.1. BMGERAaVAAZMETE (MEABIKMRELRY). G RiTik, £
A&7 Radon HIED (BEEZBRWVWT) —BHRIEET 3.

"B, ABELE a7 MO (§8§20~25) T, Peter-Weyl DHEHAH,
AN FE-BRIHUTERINZETEIONT WS,

(F) £XTHIOND ZORDREVF NN S L LW S L HIRI WA 728, 5%
CHRE .
[BEEk 2015] EREEZR, A Weil ¥ IMHELOMS L ZOIHI (FHR &3, <
PN, 2015.

10 Borel QI & Baire BIEDREZEY (A8-/ME)

[E8/\F 1944] S.Kakutani- K. Kodaira, Uber das Haarsche Mass in der lokal bikom-
pakten Gruppe, Proc. Imp. Acad. Japan, 40(1944), 444-450.

WMXD Ly TEREHTS L,

Zur Definition der Haarschen Masses m in einer lokal bikompakten,
nicht separablen Gruppe gibt es zwei Moglichkeiten. Nach der ersten
gewohlichen Definition wird m zunéchst fiir alle Borelschen Mengen erklirt
und dann zum vollstdndigen Mass vervollstiandigt ; nach der zweiten wird
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dagegen m zunéchst nur fiir die Mengen mit Baireschen charakteristischen
Funktionen — wir wollen solche Menge Bairesch nennen — definiert und
dann vervollstiandigt. Sind nun diese zwei Definitionen dquivalent ? In der
vorliegenden Note soll diese Frage bejahend beantworted werden. Dabei

(3iEH) A TRWEFRI Y N7 NEEZ, HaarBlIEm 25 HEREAEE LTANSD 2
iz, 2000 AEEHB. B1OHER, T Borel BEHEIZHIEEZANT, TDH
LENEFELTER0E. B20HER, Bare BAEICHER2ANT, TOH LR
i3 5.

MEOREZ2 GEL, EHE2 LT, G_ED Baire 8K B(G) &1, EHREESELK
24 C(G) &, TBEIEF fi, far. -, fur - -, VXU CTERDGRIBR lim, o fr 2L B2V
SEME] LT, FLIBAEEDTHS. B(G) IR LOBAT 1 2B OEBERT
H5. BNESE ACG ¥ Baire EAETHH LT, TORMEBE x4 »* Baire B TH
52 L.

ZDMXDEERERIL, ROEHTHS :

T 10.1. LEFEOE 1 OAELE20HEIIAETHS (BRURMUELZE5X5).

11 2% . (FR) BORBAMOBLRE 115 35X

[F53,1896a] F.G. Frobenius, Uber Gruppencharaktere, Sitzungsberichte der Koéniglich
Preufischen Akademie der Wissenschaften zu Berlin 1896, pp.985-1021.

[F54,1896b] —, Uber die Primfactoren der Gruppendeterminante, ibid., pp.1343-1382.

[F56,1897] —, Uber die Darstellung der endlichen Gruppen durch lineare Substitutionen,
Sitzungsberichte der Koniglich Preuflischen Akad. der Wissen. zu Berlin 1897, pp.944-1015.

BLANE, ARBGOERf LI, FEKTH-T, »5 (AENIZEZS0E)
HAREARBRAZWAETLOTH L LERL, BESEOIRTT LRI ER R
BN Z 7, 2K UTRENTSH b BT DILHEET 5.

B2RXTH, & g G ITHIER e, 2HTH>T, G x G OHEEEFOFTHI
(Tgn-1)gnec 21EB. ZOFFIR (|GHEOHNIEROZER) 2BFMRL LXK &
DHXTIE, BTHROBNRATFLEIFMARBIZR/L o0 5.

zhi, BRECSAE, ROLSIE45. [2(G) LD ge G Off (FEUER) %
BEN GG THEFHTRULZEDZETFNE NS ZLIZT 5L, TOBNIES:
FARBEIZRUTWS.] ZORXLEMETH 5.

EBIMITIL, §2 THOBERAVEBINTRLDTEZELTWS. Z0HE
§4 T THEHE] © HEHEERBR r 2Ho72ER] x.(9) = tr(n(g)) PENB. LhL, B



13X TO MR BENRROBIE BEEE BRShTWS., ZhiERENIC
(ERE] 2@BULIZLICEBBERATHSE. WThizt Lk, B3H L TOBIHRITTOZ
W TEFHROBMEATF~DNME] 2TIZUTWABDT, EIFT28E1, B2HXT
DFERIZZ2HE->TVWS., fEoT, RER, WEX BEEE LS LIZL-gER
Wl NDOBERIZH B,

xeHdL,

SHXBDLETCORKOHEROMALT L LTIE, BADMER T(BE

) ), TETRIR, TRIERE 2k30T, 2ThH-o2Fiz V. ZhaH
REIZ, 23 TRRIERE, ToHeT MHEE] LWIERIZHABE L THEE{LL-D
A% [Schurl905] T - 7.
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