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元祖完全数

σ(α)で 自然数 αの約数の和を表す .

ユークリッ ドの完全数は σ(α)=2α を満たす数のことである.

1.1 完全数の数表

表 1:完全数の場合,9=2e+1_1は素数
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ここで,ス =230*2147483647
B=2305843008139952128(Eulerに よる)

θ =260*2305843009213693951
D==2658455991569831744654692615953842176

E=288*618970019642690137449562111

F=191561942608236107294793378084303638130997321548169216



などと続 く.

αの末尾の数は 6か 8.言い換えると α≡ 6または 8 mod10.こ れは完全数

の持つ周知の性質のひ とつ .

2 多重完全数

ユークリッドの完全数は σ(α)=2α を満たす数 として定義 されたのだが 2α の

代わ りに 3α にしたらどうなるか?と い う疑間は昔から提起 されてきた。

2。1 120の特徴付け (伏字問題)

たとえばα=120は σ(α)=3α を満たす。実際 ,

α=120=23*3*5,σ(a)=(24_1)*4*6=3*5*4*6=3α .

120の特徴付けをしてみよう。

120の素因数分解の型にならつて α=Perg(P<r<9:素 数,と しσ(α)=3α
を満たす とき αを求める.こ のような問いを伏字問題 とい う。

補題 lα =PCrg(P<r<9f素数ノが σ(α)=3α を満たす とき P=2,α =120お
よび α=25。 3・ 7=672.

2。2 多重完全数のクラス

ー般に σ(α)=たαを満たす数を た一完全数 (た を abundancyま たは classと

呼ぶ)と いい,こ れらを総称 して多重完全数 (multiply perたct numbers),ま たは倍

積完全数という。興味ある例が次第に知られるようになったが完全数の場合のオイ

ラーの定理のような美 しい結果はない。完全数と比べると多重完全数の研究には

さらなる困難があるようだ。

この場合は 6個 しかないという予想がある。

奇数完全数 ηが仮にあつたとして α=2η とおく,

σ(α)=σ (2)σ (η)=3× 22=6η =3α

したがって,α はクラス 3の多重完全数なのである。奇数完全数 ηの非存在は

確定していないがあれば η>101500と ぃぅ結果があるそ うだ。

ここでデカル トが出てきた .



表 2:IP=2,た =劉 多重完全数(Wolfram MathWorldよ り)

α      素因数分解

120             23*3*5

672             25*3*7

523776         29*3*11*31

459818240    28*5*7*19*37*73
1476304896    213*3*11*43*127

51001180160  214*5*7*19*31*151

表3:IP=2,た =倒 多重完全数 ,36個発見された

素因数分解

30240   25*33*5*7(ラドカル ト 1638)

32760         23*32*5*7*13

2178540     22*32*5*72*13*19
23569920       29*33*5*11*31

表4:IP=2,た =司 多重完全数,65個発見された

素因数分解

14182439040  27*34*5*7*112*17*19(ラ ドカル ト 1638)

31998395520         27*35*5*72*13*17*19

表5:IP=2,ん =q多重完全数 ,(カ ーマイケル 1907)

素因数分解

154345556085770649600  215*35*52*72*11*13*17*19*31*43*257

完全数の場合はその素因数分解が α=2e9,9:素数の形であり,9=2e+1_1:
はメルセンヌ素数。ここに巨大な素数ができてそこに深い価値が見出された。

多重完全数では,構成する素数が小さいという特色がある.しかしこれを定量

的に示 した定理があるのだろうか。

完全数の一般化と同じ考えで,き わめて安易であるが底の素数 Pを固定して

(P-1)σ (α)=たαを満たす数を



底 Pの場合の た一完全数 とい う。

表6:IP=3,λ =司 多重完全数 (2σ (α)=5α )

α 素因数分解

24    23*3

これだけかどうかわからないが少しでもわかればいい。

3 底 P,平行移動 鶴 の多重完全数

底 Pで多重完全数を定義すると解がないことが多い。これでは問題設定に問

題あり,と 言われかねない。

パラメータ たを取 り替えて解を探 したところ
,

Pσ (a)― Pα =―m

の場合は解が多い。

そこで新たに別種の完全数を導入 しよう.

4 底 P,平行移動 mの劣完全数

9=PC+1_1+π が素数のとき α=Pe9を底 P,平行移動 mの狭義の劣完

全数 (subperttct number)と いい,こ のときの 9を劣素数 (subprime number)と
いう。

劣素数は素数である。

ここで劣完全数の方程式の導入を行 う。

劣完全数 α=Pecについて

Pσ (α)=Pσ(Peg)=(Pe+1_1)(9+1)=Pα ―(g+1-PC)

9=Pe+1-1+mに よれば g+1-Pe=π なので

Pσ (α)=Pα -772.

究極の完全数の場合と比べて簡明な式になつた。この方程式の解を底 P,平行

移動 mの広義の劣完全数 (subperfect number with translation parameter m)と
いうのである.



広義の劣完全数を簡単に劣完全数 とい う。

P>2な ら,鶴 =0の とき Pe+1-1+鶴  は素数にならない。これを克服す

るために σ(PC)を使 うことにな りg=σ (Pe)-1+印 が素数のとき α=PC9を究

極の完全数が定義 された .

しかし,mに よつては Pe+1-1+π は素数なのでこのようにしても一向構わ

ない .

表 Z IP=3,鶴 =司 広義の劣完全数

α  素因数分解
5          5

33      3*11

261     32*29

385    5*7*11
897   3*13*23
2241     33*83

26937  32*41*73

46593  32*31*167

表 8:IP=3,π =司 狭義の劣完全数,正規形

素因数分解
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13        7625600673633           313*4782971

14       68630386930821          314*14348909

23   26588814359145789645441   323*282429536483

25  2153693963077252343529633  325*2541865828331

4。1 正規形の劣完全数

α=P∫00:素数)と 書ける解を正規形の劣完全数という.

35



このときPσ (α)=(P∫+1-1)(o+1)=Pα +P∫+1-(o+1)に なり

―m=Pσ (α)― Pα =P∫+1-(o+1).

これよりの=P∫+1+π -1.

これは底 P,平行移動 πの狭義の劣完全数のときの劣素数である。

4。2 P=3,平 行移動 m=3の 劣完全数

狭義の劣完全数の場合にはP=3の ときo=3e+1_1+%が素数となる。だ
から鶴 は奇数になる。しかしm=1,7,10の場合のは素数にならない。

そこで広義の劣完全数の場合m=3について調べる。

5を除くと,5*7*11の他は,正規形と第2正規形 の解ばかりである.お とな
しい解があるだけだ.

表 9:[P=3,m=司 狭義の劣完全数,正規形

素因数分解

1              33                    3*11

2              261                   32*29

3             2241                  33*83

7           14353281               37*6563

9          1162300833              39*59051

13        7625600673633           313*4782971

14       68630386930821          314*14348909

23   26588814359145789645441   323*282429536483

25  2153693963077252343529633  325*2541865828331

35        A             B

ン4==7509466514979724904009806156256961

3==335*150094635296999123

4.3 第 2種正規形の劣完全数

α=P∫ rg(γ <9:素数)と 書ける解を第2種正規形の劣完全数という。

このときPσ (α)=(P∫
+1-1)(r+1)(g+1),Pα ―m=P∫+lrg― πになる。

N=P∫+1-1,ス =(r+1)(g+1),3=rg,△ =r+gと おくとき

6



Ⅳス=(P∫+1-1)(r+1)(g+1),Pα ―m=P∫+lrg_π =(Ⅳ +1)B一 π.

ス=3+△ +1を代入 して

Ⅳβ+Ⅳ (△ +1)=Pノ+lr9-π =(Ⅳ +1)B一 π.

これより

N(△ +1)=B― π .

助 =9-Ⅳ ,r。 =r― Ⅳ,3。 =90r。 とお くと

3。 =B― Ⅳ△十Ⅳ2.こ れを代入 し

N(△ +1)=B-77b=助 十Ⅳ△―Ⅳ2.

D=Ⅳ (Ⅳ +1)+mと おけば,L=D.
ここで話を逆転する.与えられたノとπに対してⅣ =P∫+1-1,D=N(Ⅳ十

1)+π としてDを求めそれを因数分解して,比 =Dから 9=90+Ⅳ,r=rO+Ⅳ
がともに素数となるものを探す。すると,α =Pノr9が解になる。

表 10:IP=3,π =司 劣完全数,第二正規形

α    素因数分解

1      897        3*13*23

2     46593       32*31*167

2     26937       32*41*73

5  19035755649  35*733*106871

5  6519443841   35*743*36109

6  43076441601  36*2399*24631

さて劣完全数の満たす方程式の導入を行 う。P=P-1と いう記号は今後も

よく使 う。

劣完全数 α=PCgについて

Pσ (α)=Pσ(Pe9)=(Pe+1_1)(g+1)

Ⅳ =Pe+1-1とおくと,9=PC+1-1+π =Ⅳ +m.
Pσ (α)=N(g+1)=Ⅳg+Ⅳ になるがⅣg十 Ⅳ =Pe+19_9+Ⅳ =Pα 一g+Ⅳ

,

9+Ⅳ =れ なので

Pσ (α)=Pα ―m.



究極の完全数の場合の方程式に比べて簡明な式になった .

この方程式の解を底 P,平行移動 mの 広義の劣完全数 (subperttct number
with translation parameter m)と い うのである。広義の劣完全数を簡単に劣完全

数 とい う。

P>2な ら,π =0の とき g=PC+1_1+π は素数にならない。しかし,例外

が 1つだけある。c=0,P=3の とき,9=2は素数で α=2と なる。

π によつては PC+1-1+π は素数にな りうるのでこのように劣完全数を定義

しても一向構わないである.

c>0の とき 9=Pe+1-1は 素数にならないとい う難点を克服するために

Pe+1-1の代わ りに σ(PC)を使 うこともできる.9=σ (PC)+π が素数のとき

α=PCgを考えればよく,こ れを究極の完全数 とい う。

劣完全数の研究は現在進行中であり,興味ある結果が多数得 られている.

次の結果は小学校算数のようなものだが私は知 らなかった。オイラーが使った

らしい。

補題 2α,b,c,ご が自然数で,:=:が 成 り立つ.:が既約分数なら,自 然数 んが

あり c=たα.d=んbと なる。

Prool

αα=わc,GCD(a,b)=1か つ αlbcよ りαlc.ゆ えに c=たα。これからα=λ b.

(記号 αlcは αが Cの約数を意味する.)

5 P≧ 3,平行移動 m=oの 劣完全数

狭義の劣完全数の場合,9=PC+1-1+π が素数なので,P≧ 3であれば,鶴

は奇数になる。

σ(α)一 αを coσ (α)と 書きユークリッド余関数という.以下でもよく使われ

ることになる。

広義の劣完全数ではあえて,π が偶数の場合も考える。とくに π =0の場合

は興味があり,次の結果が得られている。

命題 lP≧ 3,平行移動 m=oの 広義の劣完全数はP=3の 場合の α=2.

Proof.

m=0な ので Pσ (α)=Pα により

⊥
嗣

〓

一Ｐ

一Ｐ



二
は朗孫勺分数なので,自 然数 たがあ りα=ん P,σ (α)=たPと なる。

σ(a)=たP=λ(P+1)=たP+た =α 十た.

COσ (α)=σ (α)一 αを使 うとcoσ (α)=ん かつ たは αの約数なので,た =1,α は

素数 .

なぜなら,た >1とすると,こ れ らは αと異なる約数なので cOσ (a)≧ 1+た。こ

れは coσ (α)=た に矛盾する.

COσ (α)=1に な り,α は素数 α=たFは 素数なので,た =1,7=2.よ つて

P=3,α =2.

水谷一氏の指摘により,元の証明よりはるかに簡易化できた。

(こ の証明は オイラーが行つた,「偶数完全数はユークリッドの完全数になる」

証明と酷似 している.そ こに幾ばくかの興味がある)

6 P≧ 3,平行移動 鶴 =P-1の 劣完全数

命題 2P≧ 3,平行移動 鶴 =Fの 劣完全数は存在 しない。

Prool

Pσ
(α)一 Pα =―Pによつて,P(σ (α)+1)=Pα になるので

,

P   α

P σ(α)+1・

{:は既糸句ダ〉」軟んに(の で,自 烈ヽ以敦たが 2ら りα=んP,σ (α)+1=んPと え1る 。

σ(α)+1=んP=ん(P+1)=たP+た =α 十た。

よって
,

σ(α)― α=Cαズα)=た -1.

たは αの約数なので た-1=σ (α)一 α≧た・これは矛盾 .

この論法によれば,m=ンP,ν >0の場合は劣完全数が存在 しないことがわ

かる。

注意 P=2の とき,m=-1だけ平行移動した場合の方程式は σ(α)=2α +1
になる。この場合は解が存在 しないと思われているが今でも証明できない.しかし

劣完全数の場合フ(σ (α)+1)=Pα の解を考える.解の不存在が簡単に証明できる。

これほどうまく行くと思わず 「劣完全数の素敵な世界」と叫びたくなる。



7 P≧ 3,平行移動 鶴 =一Pの劣完全数

定理 lP≧ 3,平行移動 π =―フ の劣完全数は P=3,α =22.

P■ool定義によつて Pσ (α)一 Pα =フ になるので F(σ (α)-1)=Pα .よ って
,

P   α

P σ(α)-1・

二
は既約分数なので,自 然数 たがあ りα=たF,σ (α)_1=んPと なる.

σ(α)-1=λP=た(P+1)=たP+λ =α 十た.

よって
,

Cοσ(α)=σ (α)一 α=た +1.

α=んフ に注 目し場合を分ける。

1)た =1.σ (α)一 α=2.
ユークリッド余関数 cοσ(α)=σ (α)一 αの値は 2にならないことが知 られてい

るから矛盾 .

2)ん >1.た ≠ P・

た,フ,1は αの真の約数なので

σ(a)一 α=ん +1>た +P+1

.これは矛盾 .

3)ん >1.た =P・

α=た2なので σ(α)=た
2+た +1.このとき たは素数。た=フ も素数なので

,

P=3,α =た2=4.

8 P=3,mは 偶数の場合

P=3と する。

2σ (α)-3α =―π になる.π :偶数の場合,π >0な ら解はないので -40≧

π ≧-1の範囲についてコンピュータで出力してできた結果は次の通 り,こ こで

m=-40 factor(52)=2‐ 2*13

これを π =-40の ときは解が 52でその素因数分解は 22*13と 読む.以下

も同じ.
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m=-36;factor(44)=2^2*11,factor(50)=2*5^2

m=-30;factor(32)=2^5

m=-28:factor(28)=2^2*7

m=-24;factor(18)=2*3^2,factor(20)=2‐ 2*5

m=-20;factor(12)=2‐ 2*3

m=-14factor(16)=2^4

m=-6

factor(6)=2*3,factor(8)=2^3,factor(10)=2*5,factor(14)=2*7

factor(22)=2*11,factor(26)=2*13,factor(34)=2*17

π =-6の とき α=ン.p>2:素数 ,α =23の解が出てくる。

σ(ン)=印 +3なので 2σ
(α)-3α =印 +6-印 =6.

これはいわゆる通常解で,B型の解 ともい う。
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