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Schurの複素単位円盤上の有界幕級数に関する論文は,次の3編がある :

IS291」 Schur(=I SChur),tlber Potenzreihen,die im lnnern des Einheitskreises

beschぬnkt sind I,エ ルrd“ jπθ τ αηθθω ]イαιん,147(1917),205-232(§ §1-8),

IS30]J Schur,_―  H,jbづ d,148(1918),122-145(§ §9-15),

IS5611 Schur und G Szegё ,Uber die Abschnitte einer im Einheitskreise beschribkten

POtenzreihen,Stι z%ηθsbθ rjcλιe d Prθ υss Иんαご ∂ ″%ssιηscλαル
`π

,1925,545-560
また,IS291で引用している自己論文は IS21]で あり,IS301で引用しているのは IS191

である :

IS19]J SChur,Bemerkungen zur Thorie der beschrinkten Bilinearformen mit ullentlich

宙elenヽIeranderlichen,工 flrr d“ jηc υ αη′C7111イαιた,140(1911),1-28

1S211 1 Schur,Ober einen Satz von C CarathOodory,Berliner Berichte 1912,??????
一方,Thomas Kailath(StanfOrd University)の 論文

IKaJ T Kailath,A theorem of I Schur and its impact on modern signal processing,
in Opθ ttιοr T/1θ07:И dυαηεθs απご■2pιづcαιjοη,,iScんυr iイ

`ι

λοごs t2 0pθ mιοr Tん
`ο

ry

αηJ Sj′ηα′P"cessjπθ,Vol 18(1986),pp 9 30

では,論文ド2釧―lS3qの結果のSignal Processing等 への応用について論じている 私
はこれまでは,Schurの業績の内でも (大なり小なり)表現論と関係のある論文につい
て調査報告してきたが,今回は論文 [KaJの abstractにある惹句に意かれて全く毛色
の違った内容の論文ド2劇―lS3qを調べて報告する

I。 論文 IKail A theorem of Io Schur and。 ¨の要点

文 Schur IS291,IS301か らの応用への可能性

(From abstract of [Kail) As algorithm of Schur for char-

acterizing power series that are bounded in the unit circle is

Yソ



shown to have application to a variety of problems in science

and engineering. These include speech analysis and synthesis,

inverse scattering, decoding of error-correcting codes, synthesis

of digital filters, modeling of random signals, Pad6 approxima-

tion for linear systems, and zero location of polynomials.

We also demonstrate relation between Schur's algorithm

and the recently introduced concept of di,splacement stru,cture

which is fundamental eigenanalysis of matrices. It also has

meaningful links with the theory of operators close to Hermi-

tian and close to unitary.

(2 lines omitted)

(From 1. INTRODUCTION) The name Schur is asso-

ciated with many terms and concepts that are now widely

used in many fields of engineering, €.8., Schur convexity, Schur

(Hadamard) matrix products , Schur canonical form for matri-

ces, Schur-Cohn tests for root distribution of polynomials, etc.

(many lines omitted)
Of course, this is just another fascinating

illustration of the mutually further interaction between math-

ematics and applications. What may be unique about Issai

Schur is that similar accounts could be presented for so many

of his papers !

(several lines omitted) . ' '

HzffiAWoE>X
2. A pararell algorithm for Toeplitz equations

3. The Schur algorithm

4. Other applications of the Schur algorithm

5. Displacement structure
Appendix I: Derivaion of the Levinson algorithm

Appendix II: Relations to orthogonal polynomials
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2  A pararell algorithIIl for Toeplitz equations

ここでは,いわゆる speach synthesisの 実例を用いて説明されている

が,突き詰めると以下のような `Toeplits linear equations'を 解く計算間

題になる。論文 [Kalの用語等を半解のままなので,いきなり結論に突っ

走ることとする。π―th order autoagressive linear■ lterと は,input time

sequence{Q;ι =0,1,2,.… }を入れると,線形の規則で変換して,実数値

のOutput sequence{νι;ι =0,1,2,… .,}を出力する仕掛けである.output

は,expectationを Eとすると,

(I。
1) Eyt : 0, EytA, : c1r-sl,

の形と仮定する。この output c∝ariances cO,cl,・ …,%を計算したい。

cO=1と 正規化しておく。与えられた■lter cOefncients

((Q,1,Q,2,…・,C,m);辱 )(づ =0,1,2,_.,m),に対して,方程式

(I.2)

αO,π  αO,π-1 ・・・ αO,m

αl,m  αl,m-1 ・・・ αl,m

αm,π  απ ,m― απ .π
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ここに,端 := (Q未知数),

C7じ  Cm-1  ・  ・・・ Cl

により,output covariance(cl,C2,・ …,Cm)を求める。行列 z2は Toeplitz

matr破 と呼ばれる。この Toeplits linear equations(I。 2)は未知数 cl,.… ,%
に関する線形一次方程式である。単純な加法と乗法という基本計算の回数

を数えると,並列計算をしないままだと0(m3)回,並列計算ではそれぞ

れ 0(m2)回,う まくやっても 0(π log π)回,必要である。
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第1重要点.そこに,Schurド2qで導入されたいわゆる Schur Al―

gorithm⇒ を用いれば,0(m)回の (並列)計算量にまで減らすことが出

来る。

第 2重要点.実 Hermite行列 鴫2は正定値である。

3  The Schur algorithm

Toeplitz線形方程式 (I.2)の 7Lを決める cl,c2,・ …,Cmに対して,複素

領域 lzl>1における関数を次のようにおく :

m

(I。
7)            C【 z):==1-+2Σ

ど
cづ z~づ 十 C)(Z~m~1)

づ=1

すると,上の第2重要点が次のような必要十分条件であらわされる :

行列 Lが正定値 響ゝ

燿 十分条但
{警?『拓 :(舅「 蟹F'

この段階で生きてくるのが,Schurド29,Satz XI,§ 8,p.22劇 (後述)で
あって,それが lS2qか らの第2の貢献である。複素平面上の分数変換

げ‐
編

略 半平面 Rυ >0禅 位躙 同 <‖こ写
'そ

こQ

S(Z):=iシ
t秀

三
百f

とおくと,上の必要十分条件は,次に翻訳される :

必要十分条件2. {〕
雀 Tぎ

|1長

;)EttF的
,

1)単位円盤内で正則なノ(2)で ,Aイ (ノ):=Sllpノ け)|=1と なるものを連分数型に展開する各 stepで の
|・ l<1

有理式の計算公式を 2× 2型の線形変換の公式に書いたもの.

9



(network theoryで は,関数 S(z)を scattering functionsと よぶ。)Schur

による逐次計算法で

猟 ヶ =aa踊 o=  o=鴫 … 同 ,

とおくと,Schurの Satz XIを応用して,必要十分条件2を書き直すと,

必要十分条件 3。 7為 正定値 鼻 陽 (∞)|<1(づ =0,1,_,m).

さらに,a(∞)の逐次計算式は非線形だが,これを 2× 2型の線形変換

式に書き直せるので計算量が減小し,上述のように応用面で有用となる。

II. [S29], [S30] J. Schu", Uber Potenzreihen, die im
Innern des Einheitskreises beschriinkt sind. I, II

[S29]-[S3o] O Contents :

[S29] J. Schur (: I. Schur), Uber Potenzreihen, die im Innern des Ein-
heitskreises beschriinkt sind. I.

1. Introduction of continued fraction type algorithm

2. Functions lD and V
3. Criterion for the coeffcients of a bounded power series

4. Calculation of the expression Q,

5. Hermitian form belonging to the quotient of two power series

6. Deformation of the criterion in $3

7. Bounded power series and bounded bilinear forms

8. C aratheodory-Toeplifz's Theorem

[S3Ol J. Schur, -. 
II.

9. An application of Satz IV
10. Consequences of Satz X and Satz XI
11. On partial sums of bounded power series

12. On a special class of bounded power series

13. On polynomials, which take zeros only inside of unit disk

14. The rational function lr;^lo,'yr,. . . ,^yn)

15. Some properties of the parameter expression of a bounded power series

q)



1。 Introduction of continued fraction type algorithm

υ=ノ (π)analytiC On D:={″ ∈σ;|″|<1),

几イ(ノ):=Sup lノ (π )|・

|"|<1

(H。1)          C:={∫ ;九f(∫ )≦ 1).

Schwarz Lemma(一部).(Hermann Ao Schwarz)ν (∫)=ν ("∫ ).

α∈σ,lαl<1,に対し,げ :=ギI』卜lυl=1⇔ lυ
′|=1.は ,

閉円盤 Cl(D)上の変換で,α → 0,0→ 一α.

∫∈Cに文寸して, g:=ilfli〉 ∈C.  ル頃∫)==1() 几イ(g)==1・
(II。
2)   ∫(″)=Co+Cl″ +C2″

2+… .∈ c(″ ∈D),

hl=1⇒ ∫(″ )≡ Co(定数).

基本補題.乃r αην ν≧0, ICν l≦ ν (∫ )。

lcOI<1の場合,範 =cOと置いて,

A:=1ノ
ー範

一一一 一 ―    Cl+C2■ +Cノ2+…
.

″1-雨∫
~(1-雨

γo)―
∈Q

ν(■)=1<→>ν (ハ =1.

庁 AO=島 ,hl≦ L
COCO

・  If lγll=1→ A≡ γl,

・ I hl<1→ ん‐:井栽,γ2‐ん0・

(SChur algOrithm)Finite or inflnite series of

(H。3)  /0=ノ ,A,ん ,ん ,…・,

(H.4)  ん  1ん
~′

判一
万蹴

,ん = 筋 =ん (0)・

■つ



ν(ん)=1-ν (∫)=1,

・  |%|<1とすると,|ん (″)|<1⇔ |ん +1(″)|<1(|″ |<1).

・  Ifん ≡筋 =⇒ ∫(″):=[″ ;範 ,γl,第 ,―・,筋l a rational function,

● Otherwise,{ん }ν≫o attOint functions ofノ ,

{γン}ν》O paraコneter belonging to∫ .

Case l。 {ん }ν≫oが無限項。 このとき,∀ν,|"|<1.
とくに,ん ≡%のとき, ム(π)≡ 筋=0(∀λ>ν

)。

Case 2.∃η such that 171/1<1(0≦ ν<η),|‰ |=1.
このとき,ノ (“)=[″ ;範 ,γ l,・ …,γじ]と書く。

Case 2 occurs if and only ifノ (″)iS a rati01lal function of the fOrFFl

胴=Ё鶴 ,に日倒議
Or     ∫(″)=ε

″η+石レ
π~1+…・+薦 _ε ″ηP(″ 1),

where P(■)iS Of degree at most n and becomes zero outside of Cl(D)

(or ≡三 1)。

2.Functions Φ and Ψ

∫(″)=Co tt Clα +C2″
2+… .,

ん (″)=Cン0+Cν l″ +Cν2″
2+… 。, (Cλ o=Cλ ),

cνλ is a rational function of cO,cO,Cl,τ l,… .cν_1,Cν-1,Cン ,Cン +1,・ … ,Cン十λ・

(SChur parameters)

":=Cν
O:=Φ (Co,Cl,・ …,Cン)=:Φν,

a rational function of cO,cO,Cl,Cl,… ・Cν _1,Cν-1,Cン・

Cン =Ψ (範 ,γ l,・ …,レ)=:Ψν

a polynonlial function of 70,70,γ l,γl,一・γンー1,γν-1,71/,

ハ3



ΨO=範 , Ψl=範 (1-7ηO, Ψ2=能 (1~雨範)(1-Tγl)一 雨γ′(1-雨7o)・

nЮm∫(1+而π■)=範 十πA,ald S0 0n,we get

Ψ(範 ,γl,・ …,γめ=(1-薫輌)Ψ (γl,後 ,…・,ル)~

雨Σ〕Ψ(範 ,γl,・・・,筆 )Ψ (γl,第 ,一 ,"―λ)・

λ=0

上式より,次の逐次方程式を得る :

(A)   Ψ170,範 ,… "範)=範 Π(1-Tγλ)十 Ψt
λ=0

where Ψ′depends only on範 ,両,γl,T,…・レ_1,ルー1・

In general, 9ν ("):=レ;範 ,γl,・・・,ルI Can be given for any value of

γλ and has the recursion formula

儡→ Lぃ …刷 =

Ll,… 刷 =   ,… ,L朝 =レ

3. Criterion for the coemcients of a bounded power series

Satz I.Lct範 ,γl,第 ,…・be l"|<1(∀ν≧ 0)。

=ん
Cn tんe scttes

∫(″):=ΣEΨ (範 ,γl,・ …,範)ノ =DE%"ν =:[π ;範 ,γl,第 ,…・l

ン=O                          ν=0

COηυCηeS JOr l"|<1′ αnd M(∫ )≦ 1・ Mο reoυerfor lα l<1

[π ;範 ,γl,第 ,… 1=linl[π ;範 ,71,つ ,… ,レ l

αnd ιλc coηυCηCηCCづS Cοηpact anlルm.

(Added)  |%|<1(∀ν≧0)・

舗



宇 =卜 男糾…1,∴ =卜 昇糾…
1,

Satz Ⅱ。(必要十分条件)動e pουer scttes

∫(C)=Co tt Clπ +C2“
2+…

.

づs cοηυθηeπι`απJ″ (∫)≦ 1ゲ αηJ οηり悦」Or"=Φ (c。 ,cl,… ,%), 1
CaSe(1)|"|<1(∀ν≧0),οr

Case (2) ∃π saCλ ιλαι

l範 |<1, lγll<1,… 。, |%_11<1, IЪ I=1.

L ιλづs case,九 (″)=%o+%1″ +%2π2+… .づsπれced tο ιλe cοnstαηι

%0=%。

L6bsc″ソフ″無限階ノ

∫(π)=[π;範 ,γl,第 ,…・l=ΣΨ(範 ,γ l,・ …,レ)″
ン

.

ν=0

6hSC″ ノ οCCarsゲ αηご οηリ ゲ ∫(π)づS a ratづοηαJルηCtづοη oJιんC J07′ ′
・

μり,αnd

∫(")=レ ;範 ,範 ,第,… ,%I(有限階).

Satz HI.(Schur problem)五 ct co,Cl,… 。,%gづυcη.動 cη α scれes

∫(π)=(の 十Clπ 十。…+%″m)+←
稀+1“

m+1+%+2″m+2+… 。
)

COπυCηづη」Or lπ l<1,υづιλ ν(∫)≦ 1,づSgづυθηゲαηごοηり飢Jar

帥 =Φ (Co,Cl,… ,%)(μ =0,1,… ,m),

CaSe(a)lη l<1(0≦ μ≦m), οr

哺



Case (b) fn I m such that

lrol <t, htl <t,..., l',tn-rl <1, ll"l--t,
and, cp, F: n*1,... ,m coincide with cofficients inlr;1/o,'fr,...,1n].

In Case (u), / is given bV /(") _ lr;"'11,'Yr,.. . ,irn,yrn*tt. . .], with

lp, ltpl S 1(Vp ) m+ 1). In Case (b), /(") :lr;'yl,1r,...,'y,] is the

unique solution.

Satz IV.
@

e : {/(") - [";'yu,^rr,'y2,...] : Ii[(10, ^tr,. -.,'y,) r' ; ll*l 3 r (vp > 0)]

In case Wul <1 (Vp > 0), ;;o or**eter is unique. But in case of
(n.5), ln+7t^fn*2t. . ., aft arbitmry.

4. Calculation of the expression (D,

f(') : #: Q + c1r t czr2 * "''
g(r) - ao*afi*a2r2 + "' , gr(r): av*ayarlr*ar12r2 +"' (, ) 0),

h(x) -bo+bp+hr2 + "' , h,(r):b,*bv+tr*b,a2r2 + "' (, > 0),

fv+t : ! f' -'Y'-. f,, - 
rf'+t * ''l' , lv- t(0).rr--rtrt rv - 1+Trrfr+t

10
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Satz Ve

D,(r) ::

L,,(r) ::

ル(″)and筋 =ん (0)are expressed as

0   0  ・・・  O  αO αl ・・・ αν_1

b0   0  。・・  0   0  αO 。・・ αν_2

bl   bO  ・・・  0   0  0  ・・・ αν_3

fo1lows:

g"(r)

e"-{r)
g,-z(r)

bν-2

0

00

αl

０

仇

鈍

０

０

　

祐

０

０

恥

　

０

０

０

３Ｌ
　
０

０

雨

αｏ

０

０

０

一島

一仇

一島

一仇

一ち

０

仇

島

０

０

　

ふ
判

０

０

一妬

０

０

０

一晩
　
０　一αＯ
一α‐

百̈
　
一αＯ
一α．
一α２

・・・  α0

・・・ bν_1

・・・ bν-2

・・・  bν-3

gl(")

ん ν(π )

ん ν_1(″ )

んν-2(″ )

bo  ん1(″ )

(ν +ν )

×
I(ν -1)+(ν +1)]

(u+u)x(u+u)

αν-2 αν-3 ・・・  α0

αl ・・・ αν_1

αO ・・・ αν_2

0  ・・・ αンー3

9"t(t)
9,-z(r)
g"-t(*)

・…  0

°・・  bν-2

・・・  bν-3

・・・ bν-4

釣 (″ )

ん ν_1(・ )

んンー2(″ )

んンー3(π )

αν_l αν_2 ・・・  α0 0 ・… んo(″ )

Put aν :=Dン (0),δン:=△ν(0)・

ん (″)=:       =

It 6^ +0 () : I,,2,,. ..,t/ -
Dν (π )

筋_1=ん_1(0)=
Aン (")'

1),then

dν_1

δンー1

(II.6)

余因子行列に関する λcο bゲs Theoremを用いると,次が分かる :

d,L,,(r) - 6,Dr(r) : -6,-p D,';(r),

4)



(H。7)       δν△ν(・ )― ανDン (″)=δν_1△ν+1(π ),

(II。
7)式は,″ =0において次の重要な式を与える :

(II.8)       1-|っ
`ν

12==三
竺
li)」

」L    (δO==1,δ-1==」生
).

5. Hermitian form belonging to the quotient of two power
series

行列式 δンの簡単な表示を求める。

Cut ofF of i andス
′

:

／

′

‥

‐

‐

‐

‐

‐

ｌ

＼

α0  0  0

可 雨  0
α2  αl  α0

, OO× ∞
,

Hermite行列 И′ス, そのcutof i弓スν,

Hermite形式 2tν :=氣″o,κ l,・ …,″ン)=ΣE lα o″λ+α l″λ+1
λ=0

■Bく‐→ θ(″ )ん (π)=(α o″o+α l″1+・ …)(bo″o+bl″ 1

TheOrem. δν+1=|:: 
ζνl 

づS egttαJ ιο
 lI夢;」

Bン ~】[;И [ν
lフ

,pοηds tο

巧ν=巧 (πo,″ 1,・ …,し)=魅ン~21ν =

12

(ν +1)× (ν +1),

+ "' + ar-;rrl2

+ ...)

which cor"re-

ハF



=Σ (1妬″λ+blπλ+1+… +bν_人″ν12_lα。
"λ

+α lπλ+1+… +αν_入し|り
。

λ=0

∫=器
"ν

レ=QLZ…うに∝血伍狙brm→ .

Satz VI.Lct δl≠ 0,δ2≠ 0,… ,磁 ≠0。 鶴 en,

み=0(∀λ>π)― 九(π)≡ ε(lε l=1)。

Satz VH.Fcr協づιづαπ」om巧 づS ηοη―π

"α

ιづυθゲαηJ οηリ ゲ

CaSe(1)あ >0(∀ν≧1),

Or

Case(2)ら >0(1≧ π),磁+λ =0(λ ≧1)。 Ltんづs case,π =rank巧。

◆ ― 息 入 れ て ま とめ◆

朝 =7い れ=隷
Schur's algorithn18

∫(・)=Co十 Cl″ 十Q″
2+.… ∈C,

ん(π):=ノ (π),

ル+1(π )==iF i:ヒ l言:i:(l,,  
γν==ル

(0),

ル (π)==デ
イ |デ :浄 it芳

。

Schur parameters:

γバ=Cン0:=Φ (Co,Cl,。 …,%)=:Φン,

a rational function of cO,石 醜cl,τl,… .cν_1,Cν_1,Cν。

Cν =Ψ (範 ,γ l,・ …,ル)=:Ψν

13
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a polynomid inction of範 ,雨,γl,T,… 。

"-1,レ
ー1,範 ,

Schur's lnatrix product8

ス =(ακλ),B=(bκλ), ス*B:=(ακλbκλ)。

6.Deformation of the criterion in§ 3

∫(π)=→
劣

→ ン =―
寺

,

(II。9)   1範 |<1,lγll<1,… 。,IЪ_11<1,%|≦ 1,

if,from(3),

δl>0,あ >0,_.,磁 >0,磁+1≧ 0。

If磁+1=0,then l%|=l and

胴―器 =%=珈十鋪π―
and み =0(∀λ>π)by SttZ VI。

Satz VIII(SatZ I1 0月 翡喪1見).∫ (π)=書
::(D           

マヽ「,

それが,|"|<1で収束し,M(∫ )≦ 1と なるための尼

・島=悟 翻,昴 =日 釧回,

(1)み >0(∀ν≧0),

Or

,磁 >0,磁+1=偽+2=… =0。(2) δl>0,… 。

In tんづs casc,

い。 Ю艶織 ,日こ‖」・
14

ly



Satz VIII*(frOnl Satz III).ズα)=器 の霧曇1吸饗kI展開]0こ おいて, そ

れが |“ <1で収束し,M(∫ )≦ 1と なるための必要十分条件は,

鳳鯛磁ιθ形式 巧=万
′B_И′

スカリト負形式であること.

∫(2)が有限階数 πであるための必要十分条件は,段′″ιづιθ形式 ぁが

階数πであること。このとき,∫ (π)は,仲
"の

の形である.

Satz IX(Extension of Satz Hl)。

G。)=Σた′″t〃し)=Σら“tお≠0,

θ(τ)=Σ αν″
ン
,   ん(″)=Σ らν″

ν
,   らo≠ 0,

レ=0               ′=0

m・⇒ ルrπ ≧oノπ%Q=励 =ち 0≦ に り ,ノ0=器 ,

ノ(π)の幕級数展開が lπ <1で収東し,M(ハ ≦1,と なるための十分

条件を与えるのに,

■0=器 =衡十q″十のノ+…
,

を使う.∫
(π )に対する δl,め ,… ,と 同様に,

η=腰 翻,%Ъ…
を作る。十分条件は, 2つの場合に分かれる :

(1)η′>0(∀ν≧0),

Or

(2)ηl>1, …,Ъ >1,αηd

(Ⅱ.12)      772+1=ηπ+2=…・=ηη+1=0

〃θπゲπ<π -1,ιんθη υθんαυθづη αddづιづοη
,

(Ⅱ.13)       7♭+2=ηm+3= …=ゆm―π=0・

０

″　∞

０

に　∞

「 i

ズ
υ



In both cases, bm+rtbm+2,. . . can be arbitrury.

In Case (1), solutions f (n) are infinitely many.

In Case (2), solution f (r) is unique and giuenby (11.10). am*yam*2t...

ane unique for a fwed seri,es of b*+r,bm+2,. . ..

7. Bounded power series and bounded bilinear forms
Flom Satz VIII and Satz VIII*,

Satz X. The power series g(r) -- as * a1r * a2r2 + ' ' ' conaerges on

l"l < L and, bounded if and only if

α0 01 α2 α3 ・

O oO αl a72 ・

A(r,y):Do^-^*^r^, A:l0 0 q a1

づs bοttnded,αηごル頃g)=||ス ||:= SM≪
11ス

(π
'ν

)ト

‖πll,|

Satz X*. Pじι″ :=ス*ス .=λ cπ m≧ ■イ(g)づ s Cλαmctettzca bν

巧:=m2_■ *五
≧0。 (here ttν =(m2_ス *■

)ν =m2Eν+1_■」Aン
)

動づs ts tλθ
“
scゲ απd οηり弔」Or tλ e scctづοπαJごθιθ,7′●づηαηιs δl,め ,… .

OJ巧

漁りみ>0(∀λ≧1),

Or

raノ δl>0,あ >0,.… ,磁 >0,あ汁1=0.Ltんづs casc,π =rankめ ,

αnd

… 墓織 川朝こい

16
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げ =鰐 :半平面Цo>0→ 単位円盤 同 <Lυ =争
著霧

,

∫(″)=:f:二樗|,  9(″)analytiC On lπ lく(l and況9(π)>0

←→∫
F)狙

dytic on l″ |∫ 1&|∫ (π)|<1・

9(″)==g(″ )/ん (π),  g(″ )=Σ

`α

ν″ν,  ん(")=Σ

`bν

πν,  とキ5く と,

∫(″)=|:|:;lil;{:;|,  COrrespondingコQatrices B一 ス&B十 五
,

Hermitian form: 巧=(B+■ )*(B十 五)― (B― ■)*(B一 ■)=2(B*五 十五*3)。

Put ん(・)=1,g(π)=9(π ),

(均―た)黒=0,

αO十 可 =2α6,α6:=掟αo,μ。=aO+両 ,均 =%,μ _プ =万 (′ ≧ 1),

Satz XI(from Satzes VHI,VHF)O Pουer scttcs F(″)=αo十

αlπ tt α2π
2+。 … づS

COηυCηCnt」Or l″|<l αnd況9(″)>0
⇔

det(11:ilI,ι

づ°παJ ごacrπガπαπtS δl = 2α6, δ2 == |:l :hl,…・,δン =

(1)ら >0(∀ν≧1),

Or

17
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儡η 嗣 =硼 ,則
越 織

側 釧 判 ・

By Carath6odory

π

(II.15)          ψ(″ )==bj‐―】:ど rν

〔じ~十 εν
,

ν=1  
・

(b∈ R,rν >o,εν all difFerent,lε νl=1).

●
(II。

14)=)(II。 15)の証明 .

のし):=αΠし十ωめ,lωνl<1),
ン=1

2

P(″):==π
η
O(″

~1)==石
I (1+αワπ),

ν=1

0(π )∫(″)=フ
百万

,

9(″)= 1+∫
(″)=ft::                

□

Satz XII.動θη
"ο

ιsげ

(II。
16)        P(π )十 の(″)=0,

α
“

αJ:d確髭ηι θαCん οιんcr αηご οη ιんc ttηづιcづrclc.Pα琵づαι Jractづ οηαJ

eηραπsoοη oS,Oυ Cη αS

い・   需 ―Σし出 ,

(C∈ づR,rν >o,εν all dittrent,lε νl=1).

●Satz Ⅲ =⇒ Sttz VIII,VIII*, 故に, Satz測 ⇔ Satz VIII,VIII*

(論文 [S291終了)

‘
ｒ

　ヽ
一
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IS301 Jo SChur,Uber Potenzreihen,die in■ Innern
des Einheitskreises beschrinkt sind. II

9. An application of Satz IV

Landau[Land191司 の定理の一般化.

Satz XHI.Zε t S(″ 0,″ 1,… ,π2)らθαノυθη pο :νttοπづαJ≠
`ο

ηStαπι,

αηα

G:=sup lS(co,Cl,  ,%),  ノ(π)=匈 十 Cl″ 十 C2“
2+ …

∫CC

Tんθηヨ∫∈C sttεんιんαι S(co,Cl, ,%)=θ  αηd αηυ sttιんル Sげ ιんθ

ルrm

胸鈍場 ¨ ‖判,

υんere r≦ 72づS Pο SSあ Jθ・

10。 A consequence of Satz X and Satz XI

Theorein Schur l iSCh1911,p。 11卜 五θι
∞                     ∞

ス=ΣE ακλ
“
κ
“
λ, 13=ΣE bκλ″κ πλ,

κλ=l               κ,λ=1

ら
`η

οレπ

“

αιづυθ αぼηづιθ〃θrπ jιづαηルm.Tλεη
∞

(SChur product)     θ = Σ  
ακλbκλπκαλ,

κ,λ=1

づsαおοれοπ‐π
`θ

αιづυe dぼ鯰づιθ.

Theorel■ Schur 2 1Sch1911,p.14]. Zε ι

∞                     ∞

ス=ΣE ακλ″κ πλ, 3=Σ E bκλ
“
κ″λ,

κλ=l                κ,λ=1

′
ｏ
′

ｒ

、
´
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わ
`“

ψ.らουηdθd,αηα α ηοπ‐η

“

αιづυe dぼηづιC″θrπづιづαηルrm.Jろ :=

sup.》 lb滋 <∞ ,ιんθη

∞

ο =ΣE ακλικλ″κ″λ,

κ、λ=1

おらοτnded αηd lθ‖≦ι‖ス・

Satx XIV. 五θι

ル)=Σαンπt θ。)=Σ bν″t
ν=0               ン=0

υんOcん cοηυθηθ O鯰
“
|<1,αnd錠

(θ (“))>0,α nd pτι

ん("):=2α O祐 +Σ〕ανιν″
ν
, 祐:=錠 bo,

ν=0

COηυθηれ′れ|"|<1.■ んαS暁
(ん (π))>0`πψ・らοttπごθのυんεηノ(″ )

んαs tん θ sαme prOperιν. Iη ιんe secοηα ια.9ε
,

(II.18)      M(ん )≦ 2b6M(ノ
)

P"げ By Theorems Schur l and 2,and Satz X and Satz XI.□

(§ 10終了′以下省略 )

11. On partial sums of bounded power series

12. On a special class of bounded power series

13. On polynolnials,which take zeros only inside of unit disk

14.The rational function[″ ;範 ,γl,… ,%l

15. Some properties of the parameter expression of for a

bounded power serles

20
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