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足立恒雄

半円か ら直角を有 さないような三角形を作 り得 るか。

一 ダンテ 《神曲》天国篇 ,第 13歌

始めに 古代の幾何においては解析的連続性 (こ れをDと名付ける)は使われなかった

が,近世ではDが使われるようになる.その使用は解析幾何を用いて微積分が展開され

ていることからもわかるように公然としたものになっている.等 しくユークリッド幾何と

呼ばれていても,こ の点では大きな違いがあると言えよう。

エウクレイデス『原論』は連続性については円と直線,あ るいは円と円の交点の存在し

か認めない「初等ユークリッド幾何」であり,ボーヤイやロバチェフスキの双曲幾何はD
を使う幾何 (2階双曲幾何)である (こ うした幾何の違いの考察は筆者の 181を 参考にし

ていただきたい).

以下では,ユークリッド幾何から平行線公準を取り去った,いわゆる絶対幾何における

サッケーリの考察を紹介する。サッケーリは必要に応して連続性 Dを使っている.命題

の右肩にDと 記したものは証明にD力菫使用されていることを示し,AMを付した命題は

アルキメデスの原理が使用されていることを示す.

定義 (サ ッケーリ四辺形) 四辺形
"σ

pにおいてИσ=B,,∠ス=∠3=∠Rが成

り立つとき四辺形 ABσDをサッケーリ四辺形と名付ける。

DC

1,ァ



1 命題 |か ら命題 XⅥ まで

命題 I サッケーリ四辺形ИBσDにおいて∠σ=∠Dが成り立つ.

命題 II サツケーリ四辺形 A3σDにおいて,■3の中点を″ ,σDの中点を″ とす

るとき,∠ν =∠I=∠ Rが成り立つ.

命題 Ⅱl サツケーリ四辺形
"σ

Dに おいて,

∠σ
{[}∠

R―・3{[}οD

系

鈍角

(二つの内角が直角であるような四辺形)に おいて,残 りの角が

それを挟む辺はその対辺より短い (長い).

C

命題 IV サッケーリ四辺形

“

Dにおいて,

AB{[}σD=→ ∠σ
{

ランベルト四辺形

(鋭角)であれば,
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定義 サッケーリ四辺形において ,

∠θ =∠Rと なる場合を直角仮定と呼ぶ .

∠θ >∠Rと なる場合を鈍角仮定と呼ぶ .

∠0<∠ Rと なる場合を鋭角仮定と呼ぶ .

命題 Vスν 直角仮定が一つの四辺形で成 り立てば ,

rフ .

すべての四辺形に対して成り立

命題 VID 鈍角仮定が一つの四辺形で成 り立てば,すべての四辺形に対して成 り立つ。

命題 VII 鋭角仮定が一つの四辺形で成 り立てば,すべての四辺形に対して成 り立つ。

今後いつも
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命題 X 図において

'3⊥
スσ とする。このとき

Dσ >Dス ←→ 3σ >Bス

A

命題 XEスM ∠XИyが鋭角であるとき,

は,Iズ と交わる。
■ブ上の点で立てた垂線は,直角仮定の下で

X

Y

命題 XⅡスM ∠X4yヵS鋭角であるとき,4ブ 上の点で立てた垂線は,鈍角仮定の下

では,I'と交わる.

命題 XⅡI 直角仮定 ,

準が成り立つ。

あるいは鈍角仮定が成 り立つならば,ユークリッドの平行線公

び



命題 XIV 鈍角仮定は矛盾を生じるので偽である.

注 近藤 [61,第 2章では,こ の証明は (ア ルキメデスの公理の結果としての)直線の

無限性を使っているので無効であると強い調子で批判されているが,時代精神を考慮する

と (幾何学で連続性を認めるのを当然視されていたことを考慮すると)的外れの批判であ

ろう。

命題 XV

C

注 以前は,こ れらをルジャンドルの定理と呼んできたが,サ ッケーリの定理,あ るい

はせめてサッケーリ=ルジャンドルの定理と呼ぶのが適切であろう.

命題 XVI 四辺形において,内角の和が 4∠Rに等 しいかどうかについて命題 XVと

同様の命題が成 り立つ.

2 命題 XⅥ Iか ら命題 XXXI‖ まで

命題 XVII 鋭角仮定の下では,図形 XAByに おいて Йア と五け とが交わらないこ

とがある。   A

つ立成カ
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命題 XVIII 三角形 五Bσ が 五σ を直径 とする半円に内接 しているとする。角 Bが

直角 (あ るいは鈍角,鋭角)に従って,直角仮定 (あ るいは鈍角仮定,鋭角仮定)が成 り

立つ。

命題 XIX ∠B=∠ Rな る三角形 スBθ において Dを ■σ の中点とする.Dか ら

ス3に垂線を下して,足をEと する。

EB{ が成 り立つ
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命題 XX ∠X4yを 考える。И受 上の点 ″ からが

る。また 4Mの 中点 3か らЙけ に垂線を下 して足を θ

"σ
<νⅣ が成 り立つ。

に垂線を下して足を Ⅳ とす

とする。鋭角仮定の下では,

命題 XXIAM 前命題において,鋭角仮定,直角仮定の下で,Aズ とЙけ の間は限り

なく広がっていく。すなわち,■ズ 上の点 Mか らЙけ に下した垂線 MⅣ の長さが,与

えられた長さより大きくなるように ν を選ぶことができる。
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注 この命題は近年,ア リス トテレスの公理 ATと いう名前で呼ばれている。絶対幾何

において スM⇒ スTが命題 XXIの主張であるが,逆は証明できないので,ATは AM

より弱い主張である。

命題 XXIID 四辺形 湖 θDに おいて ∠五 =∠B=∠ Rであり,∠θ と∠Dは鋭角

であるとする.こ のときス とBの間の点 ″ とσ と
'の

間の点 κ で,″κ が ス3に も

θDにも直交するもの (共通垂線)が存在する。

Cr

命題 XXⅡI 交わらない 2直線は共通垂線を持つか,次第に近付 くかのいずれかであ

る。

命題 XXIV 鋭角仮定が成 り立っているとする.図形 χttyに おいて,3,θ,Dを

この順序で並んだ Иブ 上の点とする。3,θ,Dか ら五ジ に下した垂線の足を五,M,Ⅳ と

する。このときΣ(3五σM)<Σ

“

刀ИDⅣ
)。

Y

系 図形 χA3yにおいて,アズ が 五フ と共通垂線を持たないならば,

の点で立てた垂線はアズと交わる。
Bブ 上の任意

D

0A

A

B

命題 XXVスM 鋭角仮定が成 り立つならば,図形 χ∠Byに おいて πア とプ は共

赫



通の垂線を持つか,あ るいは漸近する (すなわち,■

'上

の点から Dジ に下した垂線の

長さは限 りなく小さくなる).

命題 XXVI 前命題で,スズ と五プ が漸近するならば,AB上 の点 Tで立てた垂線は

必ずπズに交わる。

命題 XXVIIスM 鋭角仮定が成り立つとする。∠X4yに おいて半直線 Й酵 上の点 T

で立てた垂線の中には半直線 Иア に交わらないものが存在する.

命題 XXVⅡ I 図形 X43yに おいて,4ズ と五プ が漸近するとき,次が成 り立つ :

1″ 上に任意に 0を取 り,″ に垂線を下して,そ の足を Dと すると,∠スθD

は鈍角である.

2.4からσが離れるにつれて θDは単調にいくらでも小さくなる.

3Aか らσが離れるにつれて ∠五σDは単調に減少 して限りなく直角に近づく。
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命題 XXⅨ  前命題において ,

1 ∠BAX内 に引いた半直線 ル はすべて Dフ に交わる.

2 ∠BAZを ∠34Xよ り大きい鋭角とすると,スタ は Eブ と交わらない。

χ

Y
命題 XXX 図形 χttyに おいて,さ らに∠X畑 =∠Rであるとする.鋭角仮定

の下に次が成り立つ :

1.″ は 3ブ と共通の垂線を持つ半直線 万夕の極限である.

2A夕 が 3ブ と共通垂線を持つとき,その鋭角に最小値はない。

ら
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命題 XXXI 先述の共通垂線の長さには最小値は存在しない。

命題 XXXII 鋭角仮定の下で,次のような性質を持つ一定の図形 χttyが 存在

する :

1 ズズとBプ は漸近する.

2 より小さい鋭角の半直線は五フ と交わる.



3.よ り大きい鋭角の半直線は 3yと 共通垂線を有する。

命題 XXXIII 鋭角仮定は絶対的に偽である。なぜならそれは直線の本性に反するか

らである。
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