
佐藤スクールと Hyperhnction

―表現論への応用 ―

佐野 茂 (SЦrm SANO)拿

1 歴史的背景
佐藤幹夫先生のhup‐nctl∝ の理論は有能な人達の協力を得て成果をあげてきたのは良く知られている.
日本で開花した研究の歩みを距離をおいた客観的な立場からまとめてみたい。当時活躍した多くの若き数学徒

も今では大家となっているが,数学史研の慣習に従い今後敬称はすべて省略させていただく
19世紀の末に工学者の鳳熟颯記eは

y(・)={°
 多く0
tl ・ ≧0

なる関数を科学技術に使っている. 20世紀に入りE圧
“
は科学現象を扱うために次の条件を満足するδ関

数を考えた.

O m=仁
=(■) fLδ(2)と =1

(m) だ :δ(・ル(2)と =,(0)
これらの関数には

y′ (r)=δ (・)

なる関係がある.こ うした科学技術者のおおらかな論理を数学的に正当化しようと L Schwartzは Dttrib‐

tionの理由を作った。

コンパクトな台をもつ無限回薇分可能な関数空間 9(R)に適当に位相を入れて汎関数 9(Rり → Cに より
D臨Jmticl■ は定義される.例えばペビサイド関数やデラック関数は ,(2)C9(Rlに 対し

くК9>=ズ "9(タルし,       くこ9>=9(0)

となる.微分はくy′,9>=― くスグ>と定義すると

く49>=-1しりと=αO=くら9>
明確に′ (″)=δ (・)が示せる.

このLS社
…
の D晟五butlon理論を佐藤幹夫は学生のときに知り感銘を受けたが,関数空間9(R)に解

析関数が入っていないのは不自然だと違和感をもっている.

' *ae/:t*ll6^t* (Polytachlic Uair€isity of Japs.a), ft.E*/\*it, e-rnail addrees: ehgrasno0gmail.com



2 HyperFuncLion誕生

21 1変数の hyperfunctbn

佐藤幹夫は寺沢寛一の『数学概論』で構円函数,微分方程式,積分方程式,グリーン函数などを夢中になっ
て読んでいる 中でもハミル トンーヤコピの理論やモンジューアンペールの方程式など具体的な内容に惹かれて
いる.そ うした数学観からデルタ関数を次の様に解釈している.コ ーシーの積分定理より解析関数 9(2)に対
し,原点の周 りの正の向きの積分路 θにおいて

嘉勇響ル=90
となるが,0=-0++C と積分路を上半 0+と 下半θ_に分けると

ム(―嘉)響ルーl(―嘉)等ル

=ボ←嘉)等ルーIT(嘉)響″

=I。←嘉)(島一島)くル
ゆえに

わ=―嘉(島―島 )
と解釈できる。この例を参考にして,部分集合 ycRの 複素近傍 7を とり

の(7)=半島
θ(″ y`)ρ (7)   (21)

を■
"―
ct10nの空間と定義する

22 多変数の hyperFunctbn

チエックコホモロジーを用いて多変数関数のhyphnctiOnを 定機する.X=C■ とし,Ψ ={"1に Cr}
をXの開被覆とする.写像

9:F+1)(30,… ,ら)一→9t。 …:,Cθ (フレ亀∩ ∩
"し

)

が任意の置換 σ:P+1→ ″+1に対して

9σ (30),¨ ,σ(`p)=Og● (σ)′ 30,…Ⅲ,

を満足するとき,,交代コチェインと言う。,交代コチェイン全体の集合を 6"(ツ ;θ )と 表す。双対境界作
用素

′ :α(ツ,6)一→θ叶工(ツ ;θ )



を
P11

(′ )́1。
"…
,1,+1=ΣE(1)滉 91。 "■_1,|"+1… ,ip+11躊。∩∩%″ +l

“
=0

で定義する。ツ に関する,次チェックコホモロジー空間を

HP(ツ ;θ)=Ker″/1m′ 1

で定義する.

V=(略 υ CJ}を Xのもう 1つの開被覆でツ より細かいとする,すなわち各 y」 は適当な
"1に
含まれ

る。自然な準同形写像

んおけ ,つ :HP(ψ ;0)―→ HP(V;0)

が与えられる。こうした開被覆の順序に関する帰納的極限により決まる

HP(χ;θ )=雪 r(ψ ;θ )

ベクトル空間をθ(χ )の P次チェックコホモロジー空間という

Xの閉部分空間y=R・ をとり,Xと yに関する対の開被覆(ψ ,ツ′)を与える すなわちツ′=,佐 }icr′
はχヽ yの開被覆でXの開被覆ツ=("1}Icrは ツ′を含む(I'cI)・ この開被覆(ツ ,ツ′)に関して,,交
代コチェイン9cCィツ;θ )で

,i。 .,t=0  'o, ,,Pcr′

を清足する伊 (ツ ;θ )の部分空間を伊 (ツ ,ツtθ )で表す。

(ツ ,V′ )を もう 1つ の対の開被覆で Vと V′ はそれぞれ ツ とツ′より細かいとする.こ のとき
α (ツ ,V′ ;θ )からCPc,V16)への自然な準同形写像がある.この開被覆の順序に関する帰納的極限により

略(X;θ)=雪 r(ツ ,ソ10)  o勾
を与える.R・ の開領域 yを とると,y=ソ に対しても同様に H,(χρ )が定まる
定理 1

Hう (X:θ)=OP≠ れ,  H,(χ ,6)≠ 0

定義 hyF面ЩctiOllの層9を Rお の開領域 yに切断

9(7)=H,(X;θ )   (23)

を対応させ定義する.

ここではチェックコホモロジーによる分か りやすい定義を採用 した.佐藤幹夫は 1変数 と多変数の
hyp(鰤uncttonの論文を 1959年 に立て続けに発表 している。この論文の中でもチェックコホモロジーによる

hyperhnctiOtlの 定義を考えているが,正確な定式化は後に小松彦二郎が行っている (lKOl).
この■ゅerfunctlotlの論文を読むと自然に次の疑間が出てくる.

Ql. 1変数の理論は分かりやすくて良いが,多変数理論ではコホモロジーを使って理解しにくい 多変数
のhypemmctionにも理解しやすい自然な導入の仕方があるのではないか.

Q2.すでにdtt■ibutlonの理論があり,増審蝸unCtlonの理論は本当に必要なのか。disti‖ but10nよ りす
ぐれた所はあるのか .

Q3.数学上の応用は何か



Q4.サイエンスヘの応用は何か。
こうした疑間をよそに,論文発表後のパリでの反響は早かつた.ブルバキセミナー(1960/1961)で M"―
●neallは "Les,perfonctions de M Sato"と いう題で講演している.

佐藤幹夫は論文発表後渡米し,プリンス トンに滞在して新理論を講演しているが周りがみな冷淡なので拍子
抜けしている。この理論をもっと具体的な問題,微分方程式などに応用したいと思っていたが,だれにも理解
されないことを一生懸命やってもしょうがないと回願している 恐らくQl,Q2な どの理由から理論の魅力が
理解されなかったためだろう.

他方,理論の魅力をいち早く見抜いた小松彦二郎はカリフォルニアのスタンフォード大学でハーヴェイに佐
藤の論文を勉強させ証明を完成するように指導している (文献 IHal).そ して hypoh¨ t10nの微分方程式ヘ
の応用を試み始める.こ うした動きを知らない佐藤幹夫は、

"α
mctionを離れ概均質ベクトル空間を考え始

めていた。杉浦光夫らの努力で東大の教養学部に招かれ,佐藤幹夫は再びhDrphnct10nに 取り組み始めた.

3 多変数 hyperfunctiOnの 自然な導入
y=R■ の開領域 yを とり、正則関数を用いて お(7)を 正確に与えよう ″ をχ =cnの 正貝」領域で
y=″ ∩C｀ を満足しているとする 7の 部分集合

"し
=(Z=(Zl,¨ "4)C″ :Imぅ ≠o} J=1,¨ ,π

をとリツ′=(71,¨
"フ
ア鷹)そしてツ=ψ′u(″ }とおく χとγに関する対の開被覆(ツ ,ツ′)によリコ

ホモロジー空間を定義に従い求めると

(31)

となる.

MarthαЩ は 1970に "edge of theコ dge theorem"を 発表している.

定理 (Martilleau)任意の部分集合 7cR・ にyc7ccれ なる複素近傍7を とると,任意の∫cの (y)
に対して凸開集合r`(icI)と 正則関数■ cθ (″ ∩(ソ +プーlrt))ヵ t存在して

′=Σ bri(■ )
,こ 1

となる.

1変数 byrperfllnctimを正ll」関数の境界により定義したが,この edge ofthe wedgeが 多変数 hlrperhnctlon
の正則関数の境界による自然な定式化を与えている.佐藤幹夫は一松信からこの論文の存在を教わっている
パ リでの熱心な研究活動をこの時期まで気が付いていなかったのである.

4 層 Cでの超局所解析
佐藤幹夫は1970年に数理研に移って,Mtttlneauの "edge Ofthe wedge theoreln"を 利用してhypermnctlon
の特異点の周りを拡大する層マの概念に到達している.自然な射影

00

墜i Lnろ ≠oり})
″ :Im崎 ≠o vJ≠ け)

π :Rπ x s・
~1-今
R71



から,関集合 y c Rllに 対して

0→ ヱ(y)与 0(y)ム で(π
l(7))→

o

という層の完全列が成り立つ.層 でを肛icrOhnc檄ェの層という.β という写像が重要で,これはちょう
ど光をプリズムをあてて7色に分析するように,、甲知触∝tlonの構造を分析するものであると述べてい
る そして柏原正樹は層昭力S脆弱層となることを示した (lKal).これは従来の dtt五 butiollに はない性質で
hyperhnctbュ の重要性が認められるようになっていった.

5 微分方程式への応用
51 正則特異点をもつ方程式

ここでは表現論と対称空間上の調和解析に必要な微分方程式にしぼってまとめる_ユークリッド空間
y=R"+た において,局所座標を (■,t)=(2t,,¨ ,2.,'1,… ,tた )とする.ν の超平面Ⅳl,"″、を

AЪ =((2,t):tJ=0} J=1,… ,た

で定義してⅣ=“ ∩ ∩̈ヽ たとおく
Pl,¨
"aを M上の次数がそれぞれ ,1,… rた の実微分作用素とし,微分方程式系

′ :為3=0  (プ =1,_,■)   (51)

を考える 簡明のためにPl,… ,Ptは互いに可換と仮定する.
定義 Ⅳ をエッジとする壁■ ,_,=た に沿って方程式系イ カSIE則特異点をもつとは次の条件を満足するこ
とである。

(1)P7=PJ(●,0,t£ ,t&)と する。ここで各点 (■,t)において PJ(2,t,z,3)は変数 zc Chと sccた の
多項式である。また

し発=(ら£)J=1…・:=1…2 ι景=ltJ岳 )プ =L… ,λ
である

(2)任意の2に対してaJ(■,3)=場 (3,0,0,3)の次数はちである.各 oにおいて3=oのみが

・ 1(0,S)=¨ =《 (2,3)=0

の解となる.ただし,弓 (0,3)は ら(o,3)の次数 rJの同次部分である
多項式 ap(2,3)を PJの指示多項式という.そ して方程式

●1(2,5)= =oた (z,6)=0

の解 s(2)cCた をイ の特性指数という。

定書  Ⅳ をエッジとする壁 ■ ,¨
"二
tに沿って方程式系′ が弱い意味で正則特異点をもつとは,適当な

正の整数 れ が存在して変数変換 ち=暢 )nに より方程式系が条件 (1),(2)を満足することでぁる



5.2 1つの方程式の境界

1つの壁のとき,お =1でユークリッド空間″=R口+1の場合を考える Pを壁Ⅳに沿つて弱い意味で正
則特異点ををもつ次数rの微分作用素とする.31,¨

"3rを
Pの特性指標とする.M+={(・ ,0):ι >0)にお

いて,ι c3(■年)を方程式Pt=0の解とする.
定理2(柏原,大島)任意のπと,に対して81o)が ―Nに含まれないと仮定する。このとき次の条件を
満足する解tc9ぃリカ唯 1つ存在する。

(1)tl“+=tl
(2)mpp i C″ +

(3)Pa=0
Xを ン の複素近傍 とし,また

A=(((2,0),洸∞)CP`},   A● ={((2,0),v仁 ldt∞ )cν仁耳 J″ }

とおく

定理3(柏原,大島)任意のi≠ Jと ,CⅣ に対して3.(3)― ち(″)が Zに合まれないと仮定する Aの
近傍で,次数0で pr伍

…

sttdbOl力:A上で1となるミクロ微分作用素ム(z,D2,Dt)(j=1,… ,r)で次の
性質を満足するものが存在する。

変換

`=Σム←,2,alo3  ●0
‐ 1

は次の 2つの微分方程式系
イ :Rじ =0  (5.3)

と

メ:〔
&―颯→疇=0← =・→ 。→

に同形写像を与える.こ こで■と■はA+の近傍のmlcrofunctiOllである.
微分方程式系ノ は簡単なので解は

■(″,t)=3PI資 (,)Θ tT(3句

ψt(r)C9(Ⅳ )と厳密に求まる。ここで9(0)は■(2,つ よリー意に決まる。
ゆえに方程式イ の解は

″i=Σム●,2,D・)sP[ば→Θt‡・句
t‐ 1

となる。9(■)を ■の特性指数 si(:=1,… ,r)の Ⅳ における境界と定義する.

例 微分作用素

鳥=t2(募 +券
)-3←
→  ・0

の特性指数は 3,1-9で ,軸に沿ってIllJ特異点をもつ.



53 方程式系の境界

ここではユークリッド空間y=R711た 上の数分方程式系の解の境界を考える.方程式系イ
`ま

″をエッジ

とする壁■ ,… ,IVLに沿つて弱い意味で正則特異点をもつとする.■ を方程式イ の

″+=((a,t):ち >0,J=1,… ,■}

上の解とする.解■のⅣでの境界を定義するために方程式系は次の条件を満足していると仮定する.

(a)任意の,cⅣ と,≠′に対して9:(r)― も(・)は Z・ に合まれない.

(b)各 Jに対して微分作用素Q=Qe,t,t島 ,ι鳥)は

C′t=0

をⅣの近傍で清足する.そ して9Jは弱い意味で場 に沿って正則特異点をもつ

微分方程式系を条件 (al,(り を満足する確定特異点形の微分方程式系とする。解 ιはπれ に台をもつ

…
…
■に拡張できる.

ψi=Σス・し,島,D3)Sp193QΠしr・
0]

i‐1                 ,=1

9を もの IVに おけるgiに関する境界と定義する
|=1,_¨ ,rに対してⅣ上のLЮ bundle望

`を

望i=Θ ■M°・ J
′‐1

と定義する.またこの Lに bundleの 局所切断を

dtt=aI`.・ Θ…Θ dι
=.・

と表すと望
=の
…

繭 切断

′
`(ala・

は座標によらずに決まる。勇(Ⅳ :望
=)を
望
`の
hypennc檄
"切
断の空間とする.

解空間

91MI;燿 )=(・ C91MI】 Ⅳ の適当な近傍 じで イ :島ιl・l=Ol」 =1,¨ "り, ,(y∩ ■年 }

に対して写像を

β:9(M■イ)→ 03(Ⅳ ;望`), β(・)=OLl峰 (・)dt3i   (56)‐ 1

で局所に定義する。これは座標の取り方によらずに決まる写像であり,境界値写像と呼ぶ.
定理 4

(1)・ C9(M+,′ )力歓 の形

u(r,t) :ls;@,t)tlt, tj > 0 (j = r,..., k)



ただし9(,,ι )は Ⅳ の近傍で実解析的で ォ =Πに 111・
Jと与えられているとする.

このとき

資 (工)=9(2,0)

はυの θぅに関する境界値となる.

(2)逆に解 ιの境界値 峰 (r)(`=1,_,7)が 実解析的のとき,Ⅳ の近傍に実解析関数 樅 (τ,t)が一意に存在
して上の関係式を満足する.特にあるうに対して物 (0)=0の とき喘 (3,t)=0と なる.

6 表現論への応用

61 ポアソン変換

C/κ を非コンパクトのリーマン対称空間とする.λ ccに対してポアッソン核を

PA(・ ,■)=expく ―λ―ρ,Ir(。
-1■
)>

とし,KIM上 の bp田h¨仙工 ′に対 して,G/K上 の関数へのポアッソン積分を

ら∫0=ふ′ズリらに,tldl  o
で定義する.

9を C/κ上の、口=仙“
億mで

D9=χλ(D)ψ lVDCD(G/κ ))

を満足しているとき,D(G/κ )は楕円形作用素ラプラシアン4吃 を含んでいるので′は実解析関数となる.
よつて G/κ 上の D′ =み (D),lVD C D(G/κ ))を満足する関数空間をメ(C/κ:イ )と表す.
■を固定したとき,7の関数ら(,,め は実解析釣だから,λ′(●)は実解析関数となる 写像

9λ :3(KIM)→ 〆    (62)

をポアソン変換と呼ぶ.

λc罐 に対して,C上のhypMIIcttm′ で

ノ("“2)=。
λ~pr(g)(,cc,れ cM,cc■ )

を満足する関数空間を9(C/P,Lλ)で表す.

定理5任意のλ(4に対して,ポアソン変換は写像

ら :S(″P:LA)→ 」(C/κ;イλ)   (6.3)

を与える.

62 境界価写像

方程式系境界により写像

β:〆 (σ/κ;イλ)→ 9(C/P,Lλ )



が与えられる .

条件(A)λ ccに対し
2子繕i lVOC動

は Zに含まれない。

定理 6λ ccが条件 (A)を満足しているとき,境界値により

β=①島λ:轟 (α氏イハ)→ ① 3C/R Lυ→  
“
→

lDCW

はG写像となる.

λC囃 がλC●1を薔たすとき

"^ =;f oo. -) - ar(n) > fi (6.5)

が定義できる.

定理7 λccが条件(A)を満足しているとき,ポアソン変換

伊λ:3C/P;Lλ )→ ヨ(G′K:′λ)

は全単射写像となり,逆写像はムで
ム9ハ `=cA●

を清足する.

7 今後の課題
hypennctionの歴史を振り返って気が付いたことをまとめると

(1)多変数の

"寧
轟h“血 を (3.1)式まで明確にしてアメリカで発表していれば反響も大きく,佐藤幹

夫は自信をもって帰国できたのではないか。自信を失いかけていた佐藤幹夫を理解者達が支て結実していった
歴史を振りかえってみて独創的理論を青てる風土が日本に根付いてきた時代の空気を感じる。 また,フ ランス
の M晨樋鴫Щ がは早い時期から興味をもって取り組み大きく寄与している.
(2)残された課題として

(a)コ ホモロジーを使った数学では後にコホモロジーを必要としないすぐれが理論が生れることも多い.
例えば半単純リー群の離散系列表現は W_Schmidに よリコホモロジーを使って構成されたが,後に M
Πm配Od」∞mmに よリコホモロジーを用いてない理論が生れている コホモロジーを使わない明快な入門書
があってょぃ。

(b)今井功の仕事があるが,サイエンスヘの本質的な応用例がほしい.
が挙げられよう.
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