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1 序文
本稿は、2012年度の津田塾大学数学史シンポジウムに於ける筆者の講演で紹介した双曲多項
式の、更なる性質を紹介するものである。双曲多項式は幾つかの諸性質 (双曲多項式は第二種

Tschebyscheg多項式を特殊化して得られること、その有理整係数が持つ整数論的性質、s,ァι関

数というものを用いて美しく因数分解され、その因数分解は初等整数論に於ける平方剰余の相

互法則の証明に最もエレガントに応用されること、線形三項間漸化式を満たすこと、三階線形

同次微分方程式を満たすこと、双曲多項式列が直交多項式系を成すこと、母関数の関係を満た

すこと、曲線y2ι =_4が曲線群{υ =レス咆(・)} (Zn(・ )は第π双曲多項式)の包絡線であるこ
と、超幾何級数で表されること、零点が代数的に可解であること、等々)を持つが、参考文献

れIでは、それらの結果のみを述べ、参考文献plでは、それらの結果すべてに厳密な証明を与
えた。

双曲多項式の背後には双曲関数なるものが存在 し、それは Legendre関数や Legendre陪関数

の親戚であると思われる。また、双曲多項式自身は Latterre多 項式の親戚であると思われる。
Lcgcndrc陪関数や Lagucrrc多項式は自然現象と神秘的な関係を持つ (20世紀に入 り現代物理学
の基礎理論である量子力学が現われた時期、水素原子の波動関数が Legendre陪関数や Laguerre

多項式で書き表された)。 双曲多項式や双曲関数も、自然現象と神秘的な関係を持つことが期

待されるが、その様な解明は今後の物理学の発見、研究に倹ちたい。

そこで、筆者の講演では、今後数年間に亘って上記の諸性質を少しずつ述べさせて頂きたい

と思うが、本稿では、上記の諸性質の内の一つである三階線形同次微分方程式を満たすことを

導いてみたい。即ち、本稿は、参考文献卜|の内容の一部に厳密な証明を付け加えたものである
ことを申し添えておく。

2 双曲線関数の背後に潜む多項式、双曲多項式
本節では、まず、関数ευを

1
S“ (Z)=2-―

と定義する。Cを複素数全体の集合とするとき、Cからoのみを除いた集合C― {o}の ことを
Cの乗法群と呼び、CXと いう記号で表わした: cX=c_{0}
sむ (2)の定義域はcX=c― (o}と考えることにする。
まず、oでない任意の複素数2と任意の奇数ηとに対し

sw(2") = s w(z)tq"(su2 (z))



を満たし、係数が全て整数である(■ -1)/2次式
"1(χ
)が存在することを示そう。

このことは、次の事実によって示される :

Fact l.1

71(χ)=1

Fact l.2
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であるから、

″Ъ(X)=X+3.
q.e.d.

Fact l.3 ん≧3なる奇数 たに対して、
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Prclエ

れ=た, λ-2の とき、″1が存在すると仮定すると、
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よって、た=ん +2のときも、L力落在して、

″1+2(X)=(X+2)"1(χ )一 ″1_2(χ )‐

Fact l.1と Fact l.2によって、71, ″1は存在するから、任意の奇数れに対して、フЪが存在
する。
q.e.d

この%`を第れ双曲多項式と呼ぼう :



3 双曲多項式ν=ンシЪ(χ)が満たす二階線形同次微分方程式
双山多項式y="1(χ)が満たす二階線形同次微分方程式を見つけてみよう :
まず、

吼 14smh2レD=器

に注意しよう。

[「 S切 (Zつ =SWし)%Oω
2レD,∴ 叱 ←ω2"っ)=:鍛

辞
=器 =吼 い nh20)】

そこで、X=4 dnh2(2)と 置けば、

y=%(χ )=器

であるから、

ぬ
=空

上 =・
COSh(π z)dnh(Z)一 Sinh(れz)cOSh(Z)

dX dz α     s血 2レ
)μx/dJ

['.'sinh(z) :2-t(e" - e-"), .'. sinh'(z) :2-r(e' + e-') : cosh(z)l

こ こで 、

を代入すれば、

故に、

これを、もう1回 zで微分すれば、

8d血21zlcottlZIИイ(χ )等;+8P豆
血 lzl c∝ h21zl十 dnピ←】И4(χ )

=η
2d血00_L(χ )dnЦa― Coshlzl呟 (χ)霧

[・

・ SInh(z)=21(e2-eZ), COSh(Z)=21(eZtt ε Z);

_sinh′ (z)=2~1(eZtt e Z)=COSh(2), c∝ h《2)=21(eZ― θZ)=dnh(2)l

となるので、ここで、

Shhれの =豆山 lZll亀 (X),等 =8sLЦ a CosЦ →

を代入すれば、

64shh3(z)coSh2(z)1ィ (X)+8P」 nh(2)Cosh2(2)+Sinh3(z】咤(X)

=(22_1)sinh(Z)Zι (X)-8 sinh(Z)COSh2(z)"4(χ ),

n cosh(nz) sinh(z) - sinh(nz) cosh(z)

8 sinh3(2)c∝h(2)   
｀

Sinh(ηZ)=Sinh(″ )И4(X)

芸=翌識窯者激げ
塑

,

8 sinh2(z)coSh(Z)И4(χ)=,2 coSh(η 2)一
"1(X)cosh(Z),



故に、

64 sinh2(g)cc・Sh2(z)"1(X)+8[2c∝ h2(z)+sinh2(多】71(χ)=(れ
2_1)ヵ
l(χ)-8 cosh2(z)″1(χ )

となる。故に、

64shh2(z)coSh2(Z)"イ (X)+8[3 cosh2(z)十 sinh2(z】И4(X)=(・2_1)И亀(χ )

となり、cclsh2(z)=1+Sinh2(z)

[Sinh(Z)=2~1(e2-C~ん )、  CCX3h(Z)=21(c=十 e~=);

.cosh2(2)=4~1(e2£ 十c~2z+2)=1+41(c2″ 十C~2″ _2)=l tt Sinh2(z)l

とから、

64sLぬ2(z)ぃ 十Smh2(z)I"《 (X)+813+4smh2(z】И4(X)― (れ2_1)"1(X)=0

となり、X=4 sinh2(z)と から、

4χ (4+X)Иイ(X)+8(3+χ )Иl(χ )一 (π2_1)И亀(X)=0

となって、双曲多項式 y=″1(χ)が満たす二階線形同次微分方程式は、

一(22-1)y+8(3+χ )y′ +4χ (4+X)y″ =0

であることが判った。そこで、この二階線形同次微分方程式のことを双由微分方程式と呼ぶこ

とにしよう。

双曲多項式の Ex―ples
″1(X)=1,

Иろ(χ)=χ +3,

175(χ )=(X+2)И4(X)一
"1(χ

)

[Fact 1 3に よる。 |

=(X+2)(χ +3)-1

lFact 1 2,  11に よる。 |

=x2+5X+5,

И々 (χ)=(χ +2)″L(χ )一 ″t(χ )

IFact 1 3に よる。 |

=(χ +2)(χ2+5X+5)― (χ +3)

IFact 1 2に よる。 |



: X3 +7X2 +1,4X +7,

Wr(x) - (x +2)W76) -wsx)
[Fact 1.3 l: ] 6. l

: (X + 2)(X3 + 7X2 + r4X + 7) - (X' +5X + s)
: Xa +9X3 +27X2 +30X +9,

!Y"(X) : (x +2)Wr(X) -W7(x)

[Fact r.3 e: ] 6. l

: (x + 2)(x4 + 9X3 + 27X2 +SOx + 9) - (X' + Tx2 + L4x + T)

= X5 + 11X4 + 44X3 + 77X2 + 55X + tL.

υ="πχ)=1は

_(22_1)ν +8(3+χ )y′ +4X(4+X)y″ =0

を満たす。

y=″IX)=X+3は

_(.2_1)ν +8(3+X)ノ +4χ (4+X)y″ =0

を満たす。

[.― (32_1ル +8(3+X)y′ +4X(4+X)ノ′=-8(χ +3)+8(3+χ)=Ol

y=″買X)=χ2+5X+5は

を満たす。

-(r' - t)y+ s(3 + X)y' + 4X(4 * X)y" : s

f .' -(5' - t)y + 8(3 + X)y' + 4X(4 + X)y'l
: -24(x2 + 5X + 5) + 8(3+ x)(2x +5) +4X(4 + X) x 2

: -24X2 - rz}x - 120 + 8(2X2 +ux + t5) + 8X2 + 32X : 0l

ν=И4(X)=X3+7X2+14X+7は

_(η2_1)y+8(3+X)ノ +4X(4+χ )y″ =0

を満たす。

[.― (72_1)y+8(3+X)y′ +4X(4+χ )y″



=-48(χ 3+7χ2+14χ +7)+8(3+χ )(3χ
2+14χ +14)+4χ (4+χ )(6χ +14)

=-48χ3_336χ2_672X-336+8(3χ 3+23χ2+56χ +42)+4χ (6X2+38χ +56)

=(-48+24+24)χ 3+(_336+184■ 152)χ2+(-672+448+224)X-386+336=Ol

y=Иも(X)=χ4+9X3+27χ2+30X+9は

_(,22_1)y+8(3+χ
)υ

′+4χ (4+χ )y〃 =0

を満たす。

[ _(92_1)y+8(3+X)y′ +4X(4+X)y″

=-80(χ 4+9X3+2Zχ2+30χ +9)+8(3+χ )(4χ
3+27χ2+54χ +30)

+4χ(4+X)(12X2+54X+54)

=-80X4_720X3_2160X2_2400X-720+8(4X4+39X3+135χ 2+192X+90)

+4χ (12χ
3+102χ2+270X+216)

=(-80+32+48)χ 4+(_720+312+408)X3+(-2160+1080+1080)χ 2

+(-2400+1536+864)χ -720+720=01

y="11(X)=X5+1lχ 4+44X3+77χ 2+55χ +11は

_(22_1)y+8(3+χ
)y′ +4χ (4+X)y″ =0

を満たす。

|_(112_1)ν +8(3+χ )y′ +4χ(4+χ )y″

=-120(χ5+1lX4+44X3+77χ 2+55χ +11)

+8(3+X)(5X4+44X3+132X2+154X+55)+4χ (4+X)(20X3+132χ2+264χ +154)

=-120X5_1320X4_5280X3_9240X2-6600X-1320

+8(5X5+59X4+264X3+550X2+517X+165)+4χ (20X4+212X3+792X2+1210χ +616)

=(-120+40+80)X5+(-1320+472+848)X4+(-5280+2112+3168)X3

+(-9240+4400+4840)χ 2+(-6600+4136+2464)X-1320+1320=Ol
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