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ABSTRACT.

1. What are the today’s proper works by Fourier ? This is our motivation in this paper. In
our forewords to Fourier’s works, we treate the theoretical contrarieties of Fourier with Lagrange
and with Poisson, and in our afterwords, the collaboration on the proof of describability of the
trigonometric series of an arbitrary function up to the 20th Centuries.

2. Why Poisson pays attention of careful handling to the transcendental function, criticizing
the diversion from real to imaginary in definite integral ? Since 1811, Poisson issued many papers
on the definite integral, containing transcendental, and remarked on the necessity of careful
handling to the diversion from real to imaginary, especially, to Fourier explicitly. To Euler
and Laplace, Poisson owes many knowledge, and builds up his principle of integral, consulting
Lagrange, Lacroix, Legendre, etc.

3. On the other hand, Poisson feels incompatibility with Laplace’s 'passage’, on which
Laplace had issued a paper in 1809, entitled : On the ’reciprocal' passage of results between
real and imaginary, after presenting the sequential papers on the occurring of ’one-way’ passage
in 1782-3. To these passages, Poisson proposes the direct, double integral in 1811,13,15 and 20.

4. As a contemporary, Fourier is made a victim by Poisson. To Fourier’s main work : The
analytical theory of heatin 1822, and to the relating papers, Poisson points the diversion applying
the what-Poisson-called-it ‘algebraic’ theorem of De Gua or the method of cascades by Roll, to
transcendental equation. Moreover, about their contrarieties, Darboux, the editor of (Buvres
de Fourter, evaluates on the correctness of Poisson’s reasonings in 1888. Drichlet also mentions
about Fourier’s method as a sort of singularity of passage from the finite to the infinite. In the
last pages of a paper of fluid dynamics in 1831, Poisson remembers to put again the restriction,
saying that the provings of eternity of time in the exact differential become necessarily defective,
for it includes the series of transcendental.

5. About the describability of the trigonometric series of an arbitrary function, nobody
succeeds in it including Fourier, himself. According to Dirichlet, Cauchy is the only person
challenges it in vain. Poisson tries it from another angle. Dirichlet and Riemann step into the
kernel of the question. Up tp the middle of or after the 20th Centuries, these collaborations are
continued, finally in 1966, by Carleson proved in L?, and in 1968, by Hunt in LP.

‘We menthion 1-4 in the foreworas, 5 in the afterwords.
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1. PRELIMINARY

1,23, 45, 6 The forewords or afterwords are generally to be written not by the author but
by other. From our point of view, we would like to talk about Fourier’s works as the following
four frames :

(1) The preworks of Fourier’s

(2) The main theory including the manuscript, or the first version in 1807 : Sur la propaga-
tion de la chaleur and the second version in 1822 : Théorie analytique de la chaleur

(3) Refutations to Poisson and enhansement of Fourier’s theory

(4) The collaboration on the proof of describability of the trigonometric series of an arbitrary
function up to the 20th Centuries

We talk about (1)-(3) in the forwords and treate the rest in the afterwords. cf. Table 1, 3.

2. INTRODICTION TO FOREWORDS

As Riemann[74, p.5] says, d’Alembert is the progenitor of the problem of the vibrating
cord. For gaining a general solution of the differential equation, he proposes the series by
trigonometric fonction, d’Alembert, Euler, D. Bernoulli and Lagrange extend each solution of
the same problem. d’Alembert concludes after his observations in Recherches sur les vibrations
des Cordes sonores [7, pp.1-64,65-73], priding the superiority to both Euler and Bernoulli, as
follows :

De toutes ces réfléxions je crois étre en droit de conclure ; (1) que la solution
que j’ai donnée la premier du Probleme des cordes vibrantes, n’est nullement
renfermée dans la fonction de M. Taylor, s’étend beaucoup plus loin, & est aussi
générale que la nature de la question le permet ; / (2) que 'extension que M. Euler
y a voulu donner, est capable d’conduire en error ; / (3) que sa construction est
contraire & ce qui avance lui-méme en termes formels sur l'identité & 1'imparité
des fonctions p(z +t) & ¥(xz —t) ; / (4) que cette construction ne satisfait point
a I’équation ‘fi—jg = % i/ (5) que dans Péquation y = ¢(z + t) + ¥(z — t), les
fonctions doivent demontrer toujours de la méme forme, comme M. Euler I'a
tacitement supposé lui-méme ; / (6) que si on se permettoit’ de faire varier la
forme de ces fonctions, il faudroit renverser la principe de toutes les constructions
& fonctions analytiques, & des démonstrations les plus généralement avouées
;i / (7) qu'en faisant varier cette forme, le Probléme n’auroit plus de solution

1Basically, we treat the exponential / trigonometric / logarithmic / m / et al. / functions as the transcendental
functions.

2Translation from Latin/French/German into English/Japanese mine.

3We use the symbols § : chapter, § : article of the original.

4The J apanese sentences are not mine, but our translation from the original. Qur assertions are only in English.

5The left equation numbers with the subindex of initial in a line are that of original, and the right numbers in
a line are by the author.

6To establish a time line of these contributor, we list for easy reference the year of their birth and death:
Daniel Bernoulli(1700-82), Euler(1707-83), d’Alembert(1717-83), Lagrange(1736-1813), Laplace(1749-1827),
Fourier(1768-1830), Gauss(1777-1855), Poisson(1781-1840), Bessel(1784-1846), Navier(1785-1836), Cauchy(1789-
1857), Dirichlet(1805-59), Stokes(1819-1903), Riemann(1826-66).

Tsic., As today’s usage, 'permettrions’. In bellow, as the same, faudroit(= fallit), auroit(= aurions), etc.
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TABLE 1. The contributions in four frames before, through and after Fourier’s works

Nno|

topics of frame

Contributions by Fourier

Contribution by Poisson

else relationship

—

The preworks
succeeded to
Fourier’s works

- to take in the descriminant
of roots by Descartes [10]

- to take in the methods
by De Gua or cascades by
Rolle

- to take in the trigonometric
series by Lagrange

- to promote the preceding works of
the trigonometric series by Lagrange
- to counter diversion from real
to transcendental by Euler and Laplace
- definite integral against Euler and Laplace

- d’Alembert,
- Euler

- D.Bernouille
- Lagrange

The main theory

- heat diffusion/heat equations

- trigonometric series against
Lagrange

- root of transcendental
equation

- discriminant of root against
Descartes and Budan {2}

- (improved) allpication of
De Gua’s and Rolle’s
theorem to transcendental
equation

- diversion from algebraic
equation to transcendental
equation

- heat diffusion/heat equations against
Fourier

- wave equation

- trigonometric series

- root of transcendental equation

- oscillation of cord against Euler, d’Alembert
and Lagrange

- oscillation of sound against d’Alembert
and Lagrange

- fluid dynamics/statics equations against
Navier

- capillary action against Laplace and Gauss

- to counter diversion from real
to transcendental by Fourier, .

- to counter allpication of De Gua’s theorem
to transcendental equation by Fourier

- to counter diversion from algebraic equation
to transcendental equation by Fourier

- etc.

- Gauss [27]
- Bessel [1]
- Budan [2]
- Arago
(9, p.310-12]

Refutations to
Poisson and
enhansement of
Fourier’s theory

- heat diffusion/heat equations

- root of transcendental
equation

- to anticounter diversion
from real to transcendental

- to anticounter allpication of
De Gua’s theorem to
transcendental equation

- to anticounter diversion of
rule from algebraic equation
to transcendental equation

- proof of convergence of trigonometric series

- exact differrential in transcendental series

- to counter diversion from real
to transcendental by Fourier

- to counter allpication of De Gua’'s theorem
to transcendental equation by Fourier

- to counter diversion from algebraic equation
to transcendental equation by Fourier

- Darboux [8)
cf. § 10

The collaboration
on the proof

up to Carleson
and Hunt in 21C

- proof of orthonormal
relation

- Poisson kernel
- (Dirichlet kernel by Dirichlet)
- proof of convergence of trigonometric series

Cauchy/Dirichlet
Sturm/Liouville
Riemann
Paul du-Bois
Raymond
Heine/R.Fujisawa
Harnack
Carleson/Hunt

possible, & resteroit indéterminé ; / (8) que cette solution ne represente pas
mieux que la mienne , la vrai mouvement de la corde ; / (9) enfin que la solution
de M. Daniel Bernoulli, quelqu’ingénieuse qu’elle puisse étre, est trop limitée, &
n’ajoute absolument & la mienne aucune simplification ; qu’en un mot, le calcul
analytique de Probléme, & ’exemen synthétique que M. Bernoulli m’accuse a
tort de n’avoir point fait, sont 'un & lautre, ce me semble, & 'avantage de ma

méthode.

[7, pp.63-64]

Fourier’s works are summerized by Dirichlet, a disciple of Fourier, as follows :
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e a sort of singularity of passage from the finite to the infinite
e to offer a new example of the prolificity of the analytic process

The first is our topics which Fourier and Poisson point this problem in life and the other is, in
other words, the sowing seeds to be solved from then on. Dirichlet says in the following contents,
Fourier (1768-1830) couldn’t solve in life the question in relation to the mathematical theory of
heat, in Solution d’une question relative a le théorie mathématiques de la chaleur (The solution
of a question relative to the mathematical theory of heat) [12] :

The question which we would occupy with and consider as the object to deter-
mine the continuous state of the bar originally heated of any method and of which
both edges are keeped with the temperature given by the function of time, was
given by Fourier, then solved by him, which is in the archives of Mémoire (Vol.
VIII) of ’Académie Royale des Sciences de Paris.® This method what this gifted
mathematician has made use in this research is a sort of singularity transferring
from the finite to the infinite, and would offer a new example of the prolificity
of the analytic process, which urged the author on the many remarkable results
in the great works on the heat theory. 1 had discussed the same question by
an analysis, whose method is very different with that of Fourier, and he gives
many skillfull techniques, however, these are likely to be utilized for the other
researches.  [12, p.161]

This is the originality of the method due to the what we called Dirichlet condition, which gives
the constant boundary condition by any method.

After his professor Fourier’s death, Dirichlet [13] says in U ber die darstellung ganz willkiirlicher
functionen durch sinus- und cosinusreithen (On the describablity of all the arbitrary functions
with the series by sine and cosine) :

This remarkable series, which describe in an arbitrary interval, the function,

which is independent at all, or of various parts of interval, don’t follow all the

laws, the mathematical heat theory by Fourier, are much applicable to physical

problems, that have many purposes, which are introduced in the following vol-

umes of works. To deduce these series, we introduce an extract of the newest

works on a part of mathematical physics, by the development of one of the most

important. [13, p.135]
In 1867, Riemann [74] says in Ueber die Darstellbarkeit einer Function durch eine trigonometrische
Reihe ( On the describabiblty of a function by a trigonometric series ) :

Der folgende Aufsatz liber die trigonometrischen Reihen besteht aus zwei we-
sentrich verschidenen Theilen. Der erste Theil enthélt eine Geschichte der Unter-
suchungen und Ansichten tber die willkiihrlichen (graphisch gegenbenen) Func-
tionen und ihre Darstellbarkeit durch trigonometrischen metrischen Reihen. Bei
ihrer Zusammenstellung war es mir vergénnt, einige Winke des beriihmten Math-
ematikers zu benutzen, whelch man die erste griiundliche Arbeit iiber die Darstell-
barkeit einer Function durch eine trigonometrische Reihe eine Untersuchung,
whelche auch die bis jetzt noch unerledigten Fille umfait. Es war nétig, ihr
einen kurzen Aufsatz iiber den Begriff eines bestimmten Integrales und den Um-
fang seiner Giiltigekeit voraufzuschcken. [74, p.3]

2.1. The trigonometric series by Lagrange and Fourier. Riemann studies the history
of research on Fourier series up to then (Geschichte der Frage iiber die Darstellbarkeit einer
willkithrlich gegebenen Function durch eine trigonometrische Rethe, [74, pp.4-17].)

We cite one paragraph of his interesting description from the view of mathematical history as
follows :

8Fourier, [22], cf. Chapter 9.2.
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Fourier 23802 B84 5 B HID& 3 (21, Dec., 1807) # B LW, H 2L {TLED (/7
TICL R BEHBERY ZABBOREERCRRESE LIS ETILOTHY, &
PNIPRE D B0 Lagrange® b Z ORI H2 D YR L 23, -0 LEFLE, #
DRINTES L7 7 AN XEEIZIHSIN TN D D, (FE 2, Dirichlet O OHE
WEICLD)  FN7®, Poisson IEEEEEES &KL, B, Lagrange ORE)
THRIET 3RO, HAEBOEBOTRD DI ZAEKRORERM A FH
LTWHEBBRHEIN, FICIOERFEZRERLIICEVWRWEREHR LT,
Fourier & Poisson ®&H SN SHBARFMRICHELI ORI TORY 2/ BT520
BV THMER LT, Lagrange DTS 9 —ESLBIR Y 72\ F 5 ThifT—o8
LD TWRWTHFT I =m0, 29 LIEHERIITEE TS, [74, p.10]

EE, Poisson 2L V3 AEIN—FiX (1) THIERHND, WoT.x=X&Th
.y =Y &R0, Y i3E X ST A TH D, C@%fﬁfiﬁﬁ?ﬁ)‘ll7‘— U ik
BLixedEy ; —RLT. bWV BAOWEENESZHSD ; LhL. Th
IXBA BH BT L, {8272 & Lagrange BN RE | dX 2#-> TV 2N (AR
INh23RE) 72, SBRLEAX OFREEESTWELASY, HOBRIXEYBERTDH L.
BRHI2ELEEOREE HIERBO sine iIZ LB BEEATCETERICRRL L& LELE
HE LD IR EEVERDND, 74, pp.10-11]

Riemann cites exactly the original context which we show in (6) as follows :
Y= Q/YsinXmiX sinzm + 2/Ysin2X7rdX sin2zxm 4+ -+ 2/YsinnX7rdX sinnzw, (1)

A.Freeman, The analytical theory of heat by Joseph Fourier, (Translated in English, with Notes)
[24, p.185, footnote], comments Lagrange’s statement as follows :

y= 2( i Y, sin X,nAx) sin 7 + 2( i Y, sin 2x,7rAX) sin2cm+ o+ 2( i Y, sin z'X,wAX) sinizm, (2)
r=1 r=1 r=1

however, (2) is commented by Freeman [24, p.185, footnote] in 1878 with the replacement of
fdX in (1) with 3" AX in compliance with the statement by Riemann in 1867. Poisson says
more straight than Riemenn says as follows :

Lagrange, dans les anciens Mémoires de Turin, et M. Fourier, dans ses Recherches
sur la théorie de la chaleur, avaient déja fait usage de sembles expressions ; [58,
§28, p.46]

The corresponding of the Fourier’s trigonometric series in the 2nd version is as follows :

(D)r gnp(z) =sinz /sin zp(r)dx + sin 2z /sin 2zp(z)dc+ -+ +sin iz/sin izplz)dz + - (3)
(8, 9219, p.208]
By the way, Fourier’s trigonometric series in the first version are as follows :
ggaz = sinz S(pxsin.zdz) + sin 2z S(pzsin.2zdz) + - - - +siniz S(pzsin izdz)-- - ; (4
(30, p.217]

By Grattan-Guinness, S means that :

Having used “S” as a summation symbol for finite trigonometric series in his n-
body-model analysis. 1© Fourier now began to employ it as an integration sign to
denote specially significant integrals, such as the coefficients for the trigonometric
series.  [30, p.211, footnote 10"

9Lagrange was then seventy-one years old.
10cf §2.3.
Uef. Grattan-Guinness discusses the n-body-model analysis by Lagrange and Fourier. {30, pp.241-9]
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2.2. Recherches sur la Nature et la Propagation du Son by Lagrange [36], 1759.
Lagrange explains the motion of sound diffusing along with time ¢ by the trigonometric series
of the original sample which the after ages, such as Fourier, Poisson, Dirichlet, et al. refer to it.

Here, w = .

. ™ . 2w . 3w . (m-1)w
P,=Yisin— 4 Yasin— + Yasin—+ --- 4+ Ym_lsmu—
2m 2m 2m 2m
w . 2w . 3w . (m-1w
y=Visin— + Vosin — + Vagsin—+ .- + Vm_lsln(——)—
2m 2m 2m 2m
w 2w 3w . (m-1w
Y1 8in —— 4+ yo sin — +y3s1n——-+ st Yp SN ———
2m 2m 2m
Q. sin (ZL\/E sin "—w)
. vw 4m _
= P, cos (Zt\/gsm E) + W= =85,
2.2. Transfer array by Lagrange.
2w 3w . (m-Dw
y18in — + yosin — 4+ y3sin— 4+ - + yp-18in ————— =51
2m 2m 2m 2m
2w N @ 6w P . 2(m- 1w g
sin — sin — sin — _18in ——— =
(31 om Y2 om Y3 om Ym-1 om 2
@ 6w + 9w P C3¥{m-Vw g
sin — sin — sin — _18in ———— =
y18i om Y2 8i om Y3 s om Ym—1S81N om 3
r— 1 2(m—1 3(m -1 -1)2
psin V2 L e Ve S s IV g
2m 2m 2m 2m
Here, we show with a today’s style of (m — 1) x (m ~ 1) transform matrix :'2
S1 sing=  sin gz sin 32 sin M i
Sz sin gw sin gw sin gz sin M y2
*?3 = | sin3® sinf® sind= si 3(m l)w y-3 (5)
: ) :
Sm-1 sin MoV g Am=le g -lw gy (oL@ Ym-1
-1
[Dl sin 2— + Dy sm 2 + Dysin g— + -4 Dy ysin %p—}
2w 6w . 2(m—-1)w
+ [DlsmT + Dy s1n om + Ds s1n2— + -4+ Dp_1sin (‘Z—m)]
+ yg[Dlsin3— +D2sin6-— +D3sin9— 4+ +Dm_1sinw]
2m 2m 2m 2m
+ ............
m—1 2(m — 1 -1 ~1)?
+  Ym-1 [Dl sin (m )@ + D; sin M + D3 sin M + -4+ D,,_18in (TL)—ZZ]
2m 2m 2m
= D151+ D25+ D353+ -+ Dp1Sm—1

12Lagrange didn’t use the transform-matrix symbol, but mine. cf. Poisson’s expression (28) and Dirichlet’s

expression {89)
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In general, we may state using the coefficient y,,, as the representative of coeffiicients : y1, y2, ¥3,
-, Ym—1 as follows :

2 3 1
Yu [DlsinE + Doy sin Hw + D3 sin H@w 4+ -+ Dy sin (m )ﬂw]
2m 2m om T om
= D181+ D382+ D383+ -+ Dp_1Sm—1, where ,Dy =1 (6)
13 After long deduction using the theorem of Cotes, * finally, Lagrange gets the coefficient Y !
2 2 1
y#:_[SISinE+SQSin ”w+S3SiIl3u—w-+—~-~—}-Sm_lsin (m )/J'w} ()
m 2m 2m om om

[36, 923-26, pp.79-89)
Lagrange states the next steps of deduction of integral in the next section 2.3.

2.3. Solution de différents probléemes de calcul intégral. Des vibrations d’une corde
tendue et changée d’un nombre quelconque de poids by Lagrange [37], 1762-65.

We can see Miscellanea Taurinensia, III, which Poisson and Riemann cite as the alledged
‘original’ trigonometric series (1), that is (10).
9 40. ( The n-body model of the sonic cord. )

Supposons présentement que le nombre 72 des corps soit tres grand, et que, par
conséquent, la distance a d’un corps a 'autre soit trés-petit, la longeur de toute
la corde étant égale & 1 ; il est clair que les différences A?Y, A%Y, --. deviendront

tres-petite du second ordre, du quatrieme, --- ; donc, puisque k = ”aiz =2z,
a cause de n = %, les quantités kA2Y, kAYY, k2ASY, ... seront trés-petite du
second ordre, du quatrieme, - - - ; et par conséquent les quantités P et () pourront
étre regardées et traitées comme nulles sans erreur sensible.

Ainsi, dans cette hypothese, on aura a trés-peu pres le mouvement de la corde,
en faisant passer par les sommets des ordonnées tres-proches Y/, Y/ Y™ ...
lesquelles représentent la figure initial du polygone vibrant, une courbe dont
I’équation sont

y = asinwz + Bsin2rz + ysin3rz + - - - + wsinnrwz, (8)

et que j'appellerai génératrice, et prenant ensuit pour l'ordonnée du polygone

vibrant, qui répond & une abscisse quelconque 37 = z, la demi-somme de deux
ordonnées de cette courbe, desquelle I'une réponde & I'abscisse ’;;kf =1z +ct, et
s—kt

Pautrer réponde a I'abscisse 237 =z — ct ; et cette détermination sera toujours
d’autant plus exacte que le nombre n sera plus grand. Or il est évident que plus le
nombre des poids est grand, plus le polygone initial doit s’approcher de la courbe
circonscrite ; d’ou il s’ensuit qu’en supposant le nombre des poids infini, ce qui
est le cas de la corde vibrante, on pourra regarder la figure initiale méme de la
corde comme une branche de la courbe génératrice, et qu’ainsi pour avoir cette
courbe il n’y aura qu’a transporter la coubre initial alternativement au-desus et
au-dessus de I’axe & l'infini ( numéro précédent ).

(37, 9 40, p.551-2]
9 41. ( Deduction of trigonometric series and its coefficients. )

Pour confirmer ce que je viens de dire, je vais faire voir comment on peut
trouver une infinité de telles courbes, qui coincident avec une courbe donnée en

13Dirichlet also uses the same style of expression (90) with (6).
40otes of the well-known as Newton-Cotes.
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TABLE 2. The expressions of deductive steps into trigonometric series in our paper

nojsteps

Fourier Poisson |Fourier Fourier

La.grange manuscript, extract prize paper 2nd edition

Poisson |Dirichlet |Riemann

—_

year

bibliography [36]1759,

37]1762-65

[30]1807  |[50]1808|[30]1811  |[8]1822 [58]1823 |[13]1837 |[74]1867

arbitrary function
by rigonometric | (8) (37) (27) (103)
series : f(z) =

w

transfer array §2.2 §5.1 §3.51 (§13.3

transfer
matrix(mine)

(5) (46) (28) (89)

at

multiply
2sin x and sum

(29) (90)

(=]

difference of
term by term

(30)-(31)| (91)

general coefficient
expression 1

(6) (90)

general coefficient
expression 2

) (47) (32) (92)

coefficient an,
bn by integral

9 (39) (33) (93),(95)

10

expression
by integral

(10)=(1) (38),(42),(43)

11

expression 2)
by sum by Freeman

(4)=(40)

12

final

expression

(95),(97),

(10)=(1)  |(4)=(40) (3)=(38) (33) (98)

y=

un nombre quelconque de poids aussi pres les uns des autres qu’on voudra. Pour
cela je prends I’équation

2Y, . 2Y, . 2Y; 2Y, .
y=n+1smm7r+n+1sm2z7r+ 1sm3z7r+-~+n+1smnz7r
et, par ce que j'ai démontré dans le n° 39, j'aurai, lorsque z = #, y = v,

Soient maintenant n + 1 = ﬁ, HLH = X, on aura

Ym =/YsinmX7r: (n+1)/YsinmX7rdX,

cette intégral étant prise depuis X = 0 jusqu’a X =1 ; par conséquent

(9)

2/YsinX7rdX sinz7r+2/Ysin2X7rdX sin2ac7r+2/Ysin3X7rdX sin3zm+ - --

2 / YsinnXndX sinnznm

de sorte que, lorsque z = X, on aura y = Y, Y étant 'ordonné qui réspond a
I'sbscisse X.

[37, 9 38-41, p.553]
This paragraph is cited by Riemann {74, pp.10-11]. Lagrange’s (5), (7) and (10) corresponds
with Poisson’s (28), (32) and (33), and Dirichlet’s (89), (92) and (95)-(97)-(98) respectively. We
can observe each sequential steps to deduce the trigonometric series by the Table 2, which tells
each meticulousness.

3. POISSON’S PROPOSITIONS ON THE PASSAGE FROM REAL TO IMAGINARY
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3.1. The definite integral of an example by Euler.

Euler states the definite integral in Supplement V to Leonhardi Euleri Opera Omnia Ser.I, X1,
Sectio Prima, Caput VIII, [15] in 1781, as follows :

4) On the definite integral of the interval of variable limit from z =0 to z = oc.

§124.

In the following forms, the interval from z = 0 to z = oo, the most simple case
is on the circle, [ (1—3’;—)7, whose value is 5, where, assuming the diameter = 1,
then the length of circumference is 7.
Next, by the method, which is known as only one absolutely,
™~ 19g re=0 ™ o g™l ™
/ (1+z)° L:oJ = nsin 2T namely, /(; (14 z)" - nsin T

n

Next, our integral of problem will be [ z*9z -e™* = Az 18z - e, with the
help of the formula : fooo Oz - e = 1, the values of sequential integrals are
deduced as follows :

/m@z-e_’;-——l, /z26z-e#z——-1-2, /zsaz-e_I=1-2~3, /I43I-€_z=1'2~3-4,
§133.
If we assume p= fcos 8, ¢= fsin §, =
(p+qv—1)" = fMcos nd +/—1sin nf), (p—gv—-1)" = fM{cos nfd ~/—1sin nf) (11)

where, § = %, f=vVp*+¢, A= [z"18z ¢ % Then, our integral expres-
sion turns into :

A A
p+gv—1  fr{cos nf +/~Isin nf)

§134.

n

7}
- THPAK (11) 2045 Mx 575, /y"—laym“””cos qy = é—cgi. Lol

%L\ﬁﬁﬁﬁ(n)%mkﬂﬁ\%ﬁTfﬁék\/M“Wyew%mqyzéfiﬁg

NSO 2 O00EBARIBEOLEYMICED. ZNETRLMIEEDp L g DEE LT
FHE L THEENS, Fhid, EELEN, p O L THIAOEK TRV OTHA L THEE,

o T, BT BMENH DO, ZNSOBET BxtE AT ERD 2 >OEHARIC]
ONWTEMBTEZZLETHDE, A=1.2.34.--(n—1) LB pt ¢ CEDLEOE:E
Zo 0P+t =f LB IATHRDAEEZO LT, ML, 0=1Thb,
ZOERTREESIIUTOEE 2B,

AKX :/ " 19z e P cos qz = #’ AKX 1T :/ 2" 18z e PCsin gz = # (12)
0 0
(15, p.337-343]

3.2. Mémoire sur divers points d’analyse, by Laplace [40], 1809.

In 1809, Laplace states Mémoire sur divers points d’analyse, in which he introduces the tech-
niques of integral.

Sur les intégrales définies des Equations & différences partielles.

J’ai donné, dans les Mémoires déja cités de I’Académie des sciences de 'année
1779, une méthode pour intégrer dans un grand nombre de cas, les équations
linéares aux différences partielles finies ou infiniment petites, au moyen d’intégrales
défines, lorsque l'intégration n’est pas possible en termes finies. Plusierurs géometres
se sont occupés depuis du méme objet, mais sans s’assujettir a la condition que
P’expression en intégrales définies, devienne 'intégrale en termes finis, lorsqu’elle
est possible.  [40, p.235]
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For example, he introduce how to derive the following expression.

? do(z)) 2t d2o(2) z® d¥(z")
A Tar T e T g gy

®(z') et U(z') étant deux fonctions arbitraires de z’. Cettet expression parait

donc, au premier coup-d’ceil, plus généralement que la précédente, qui ne enferme
qu’une seule fonction arbitraire ; mais nous allons faire voir qu’elle en dérive.

Supposons que ['(?7—1) [z+ 2z\/;} soit une fonction arbitraire qui ne renferme que

y= 2@+

des puissances paires de £+ 22v/z' ; on satisfera par ce qui précéde, & ’équation
proposée aux différences partielles, en faisant y = f de-c?.T [a: + 2z\/?} En
développant cette expression de y par rapport aux puissances de z, on aura

= fae o] e e o] e )

T [Zz\/ x’} ne renfermant que des puissances paires de 2zvz’, T’ [2z z’} ne ren-
fermant que des puissances impaires de la méme quantité ; en sorte que on aura

r [— 22\/?} =-T' [22\/?] en par conséquent [ dz-c™?.T" [22\/?] est nul dans

les limites 2 = —oo0 et 2 = o0. De plus, on a
7 2dz
/c‘z - zdz - T [22\/_] r@r-1 [22\/_} /7 .T@r-1) [22\/37};
2\/? V'
Le premier de ce deux termes est nul dans les limits z = —o0 et 2 = 0o, parce

que nous supposons généralement T —1) [z + 2z\/_’} tel que son produit par
-2 disparaisse lorsque z est fini. Le terme [ ¢ :/_’fdz .pr-1) [22\/_’] est égal a

E:? -f ¢~ . dz -T(r-2) [22\/ z’] ; on aura ainsi généralement

/dz-c 2 F(Qr)[2zx/_ dr /_z ~dz - [22\/—}

en désignant donc par ®(z') 'intégrale fc’zz [22\/ ] on aura
2 4 4 2 /
B N, T de()  at dPe(r)) _ 2 y
y=o()+ 0 ar T ar 1o = [dz-c F[z + 2z\/z] (13)

Sil’on désigne maintenent par IT I:.L‘ +22v7 ] une fonction qui ne renferme que

des puissances impaires de £ + 2zv/Z', on aura
y:/dz~c_zz {z H[z+2z\/_] e "'[z+22\/_] }
fonction que I'on réduira, comm ci-dessus, & la suivante, en faisant

/dz T [z+ 22\/?] = (1),

3 / )
y:I"I’(fl)+%-£i%+~--=/dz-c‘12-1'[[x+22'\/?] (14)

En réunissant ces deux expressions de i, comme on le peut, 'équation proposée
aux différences partielles étant linéaire, on aura

—Ul(~—



y BT 2 (BEE (13) L T¥E (14) ) 2-0RXEEbED L. Thitiks &L
T, BB B ORMY CRR LRI EBZH O ZT DU T ORI 25,
2 d®(z)) 2t d2e(z)) N T dU(z)
2 4o +Z. dz'? ++Z\I}(T)+¥ dz’
/dzlc_z2 -F[z+22\/?] +/dz-c_zztﬂ[z+22\/?] =/dz~c_z2 B[z + 22V7]

(40, p.243]

Laplace uses also the divisional integral like Euler, here Poisson critisizes both methods.

®(z') +

<@
I

Sur le passage réciproque des Résultats réels aur Résultats imaginaire.
Lorsque les résultats sont exprimés en quantités indéterminées, la généralité
de la notation embrasse tous les cas, soit réeles, soit imaginaires. L’analyse a tiré
un grand parti de cette extension, sur-tout dans le calcul des sinus et des cosinus,
qui peuvent, comme l’on sait, étre représentés par des exponnentielles imagi-
naires. J'al fait voir, dans ma Théorie des Approzimations des formules qui sont
fonctions de trés-grands nombres, inséré dans les Mémoires de I’Académie des
sciences pour l'année 1782, que ce passage du réel a l’imaginaire, pourait encore
avoire lieu, méme lorsque les résultats sont exprimés en quantités déterminées ;
et j’en ai'conclu les valeurs de quelques intégrales définies, qu’il serait difficile
" d’obtinir par d’autre moyens. Je vais donner ici quelques nouvelles applications
de cet artifice remarquable. {40, p.244]

Poisson critisizes Laplace’s diversion from real to imaginary from here.

3.3. Mémoire sur les intégrales définies, by Poisson [51], 1811.

Dans le 15° cahier de Journal de I’Ecole polytechnique, M. Laplace donné
. .des intégrales définies formules qui contiennement des sinus et cosinus. Il les
a déduites des intégrales des exponentielies, par une sorte d’induction fondée
sur le passage des quantités réeles aux imaginaires. Nous nous proposons ici
de généraliser ces résultats, et d’y parvenir directement par considerdtion des
intégrales multiples dont M. Laplace s’est déja servi dans un article de son
mémoire sur les Fonctions de grands nombres ( Académie des Sciences de Paris,
année 1782, page 11 );'® et pour réunir sous un méme point de vue ce qu’on
a trouve de plus général jusqu’a présent sur les intégrales définies, nous com-
mencerons par nous occuper de celles qui renferment des exponentielles.  [51,
p.243]

3.4. Mémoire sur les intégrales définies, by Poisson [52], 1813.
Poisson issued Mémoire sur les intégrales définies [52] in 1813, in which he called our attention
to induce from real to imaginary number, using the following example.

g1
/e"b’ cosaz ¥ ldz =y, /e‘l’z sinaz 2"~ ldz = z (15)
d b dz -
Yo [ et sinaz "dz, — = | e ¥ cosaz z"dx (16)
da da
[ e ¥ sinaz z?dz = —%e‘b’ sinaz =" + %fe_b’” cosaz " ldz + 3 [ e " sinaz 2" ldz,
et cosaz a"dz = -}t cosaz 2" - ¢ [e ¥ cosaz 2" 'dz + } [e " cosaz " dx
Laplace [39)

—208—



where, we assume b and n positive.

dy _adz n dz ady

= 17
i~ tdats” & bdet DY (17)
d.(b? + o) % dy 5
AN T Jda 18
1a + 2n ad +(n+ny=0 (18)
Here we put t is the arc of tan ¢, namely ¢ = arctan § = tan™ %,
_1a / dtan~lz 1 d qa 1 ¥ i
a_ - adl = =t
tan g =t (= dz 1+z2> T @™ TR
then
di dy dy d.(b? + a2)JZ d.b d2y
(12 2 2, 2 _ % AV Ta Jae dt _ 32
da-(b+a)b = (b+a)d bdt = (b*+a?) = (b°+ ) bdt2
(19)
Multiply (18) with (% + a?) and using (19), then we get :
d.(b?
(b +a )% +2na (b2 + a2) (n +n?) (B +a?)y =0
b2%¥ bit
2 dy dy 2, 2
= b W+2nbad—+n(1+n)(b +a%)y=0 (20)

Here, we suppose y = (b* 4 a®)™u, where, we put v as a new variable, m as an independent
exponent, then

dy 2 o2 mdu  2ma 2 4 g2y, 2, g2 du 2ma
ama - m ama 1
@ = WG T = (B ) (G ) @)
d? d’u  4ma m QU 4m?a? m
= 0 T G [0 ) + T e
Pu 4 4m?q? '
= B+ az)’"(ﬁ; + %% + [ﬁ(lﬂ +a) + ";2‘1 ]u) (22)
After dividing (21) and (22) by (b® + @)™, substituting for (20), then
d’v  4madu [2m 4m?a? du 2ma
iz + 5 & [—bT(b2 +a?) + 2 ]u+ 2nba( 7 + Tu) +n(1+n)B* +a®)u=0

The coefficient of term u :

2m +n(1 4 n) )% + (2m + dmn 4+ n(1 + n) + 4m? ) o
( o+ ( )

= (2m+n(1+n))8 + (2m(1+20) + n(1 +n) + 4m?)a®

o d%u

dt 142
Taking m = —%, (23) reduces to : 7{2- + n’u = 0. Namely, of (23), taking m = —%, or
2m+n =0, then u = Acosnt + Bsinnt, where A and B are arbitrary constants. We integrate
(20), then

b +2(n+ 2m)ba—— [(n +n?% +2m)b? + (n+2m)(1 + n + 2m)a2} u=0, (23

B Acosnt + Bsinnt

)

To determinate A and B, we put a = 0 into (24), then y = Ab™", %g = Bnb™. Weput a =0
into y of (15) and % of (16), then :

y= /e'bzz"-ldz, g!i =0, A= b"/e—bzz"_ldz, B =0,
a -

(24)
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This value of A is independent of b, for if bz = 6, then we get

¢ 14
A= b"/e—’%"—ldx = /e-"en—lde, y =80 / e 99" 1do

(b2 + a2)

N

From (17), by eliminating %, we get the following : nbz + nby + (b% + a2)%§ = 0, then we get
the value of 2. Finally, we get y and z as follows :

cos nt sinnt
/e‘bz cosaz " ldz = _—n_“ / e %0m"1de, /e*bz sinez " ldz = —l————T / e %0m1d,
(b2 + a2)2 (b2 + a?)2
where, ¢ is the arc of tan ¢, namely ¢ = arctan §.
Poisson concludes as the following :

Zh 6 DOARE Buler (LD L 0N, it L 0EREOEHE~OFHCET
HIBOWRICIVRELLLOT, #RIIBRFEL LUIBRIBATHWAERHEK
B5LLTH, BREEEN OWMEZFETHRT20ENH S, o703 nouveau Bulletin @
n° 42 [51] TTERPOERIZ Lo THEH LA, fifloRIRBEF T Tk, b=0
ELTHEMaNS, [52, 11, p.219]

q 11

/ % dz _cos[(2p+ 1)t —pn] [ 2} dx
[(a® +22)(1 - z)p 1+ a2)”'% cospr J /(1 —x?)

The left hand-side of this equation is a function of a, when the exponent p is given, then
this depends on only the numerical transcendental : f g % d“ In the case of a = 1, we get

t =arctanl = % and then :

/ dr  cos Getlm o p1-2 gy
(1—z"  9P-3cospr ) /(1 - 22

Elle exprime alors une nouvelle relation entre les intégrales définies binomes, qui
pourra servir a la réduction de ces transcendantes. On peut consulter sur ce
sujet différens mémoires d’Fuler et 'ouvrage de M. Legendre, qui a pour titre :
FEzercice de calcul intégral.  [52, § 11, p.246]

3.5. Suite du Mémoire sur les intégrales définies et sur la sommation des séries by
Poisson [62], 1823.

Poisson has observed the problems on the definite integral during 12 years of 1811-23 in the
series : [51], [52], [54], [56], and finally, [62].

3.5.1. Expression des Fonctions par des Séries de Quantités périodiques.
9 58. (pp.435-8).

(bp fz-—/ fr' dx + = / [Zc mr(x ]fz'dz’
(flp fz==> /fzd + - /[Zcosﬂcosmr ]f dx’'
(9)p fx=%/ol{2sinnlﬂsinmgzl]fx' dz’

/f dz’ +21/ [Zco ”"(””21 )]fz'dz' (25)
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We divide the second term of the right-hand side of (25) into even and odd part, then

L Y & nr(z—2)1,,,, 1 [ @Cn—-Unlz—2'),., ,,
fzr= E/me dz +ﬂ/4[2cosf]fm dzx +ﬂ/4 [ZCOS—T—]‘fI dx’ (26)
Multiplying (26) with 2 and subtract with (b)p, then

9 62. (pp.444-9). ( The deduction of trigonometric series by the known facts due to Lagrange’s.

)

We suppose n > 0 € Z, f(;77) =ym, m=1, 2,3, ---, n. We state n equations :

(\)p y=Yisinmz + Yosin2nrz + Yssin3nz + - - + Yy sinnnz (27

3.5.1. Transfer array by Poisson.

T 2T 3r ™
=Y si Y si Yasi 4 Y. si
% ]s1nn+l+ 2s1nn+1+ 3smn+1+ + nsmTH_1
2 4 6 2mn
— 1 Ys si i ..+Y,si
Yo Y1s1nn+1+ 2Slnn+1+Y3s1nn+1+ + nsmn+1
9

3
oo 4 Vysin 22

3T 6T
_ . Yo si . )
Y3 Y1s1nn+1+ 2s1nn+1+Y3smn+1 T

. T . 2mn . 3mn . mn?
yn=Y181nn+1 +Y2smn—+1+Y3smn+ I +-~-+Ynsmn+1
Now, we can show with a today’s style of (n x n) transform matrix :'6
Y1 sinn—i—1 sinn—a’%1 Sinn%'1 -~-sinn”—f1 Y
Y2 sin 2% sin 2% sin 2T .. sin 212 Y,
.3 . P ) .3
Y3 = sin 2 sin 77 sin 275 -+ sin 7% Y; (28)
i M i 2T i 37n i own?
Un sin 274 sin 25 sin 7% -+ sin 5 Y.
Multiplying with 2sin 725,  2sin %%, 2sin i"T"l‘, -+, 2sin 77, then the coefficient Y., where
m # m, is as follows :
L . 2mm 2 . B3wm/ . 3 . "
2sin :7: sin n‘n'—:zl + 25sin nﬂ:_nl sin n:-ml + 2sin nﬂ:ll sin niﬂ; +---+2sin Z:—ml sin :L:, (29)
This is the difference in term by term of two sums (30) and (31):
! ! ! !
m{m' —m 2n(m' —m 3m(m' —m nm{m —m
1+ cos ( )+cos ( )+cos ( )-~~+cos¥, (30)
n+1 n+1 n+1 n+1
! ! ! !
m(m' +m 2n(m' +m 3n(m’ +m nr(m' +m
14 cos ( )+cos ( )+ ( )~--+cos¥, (31)
+1 n+1 n+1 n+1

(30) = }[1 — cos(m’ —m)a],  (31) = 4[1 — cos(m’ +m)al, m £m, m, meZ,
(30)=n+17 (31):%[1—COS Zmﬂ']:Oy m/=m7 mla meEZ

16pgisson didn’t use the transform-matrix symbol, but mine. cf. Lagrange’s expression (5). Dirichlet also uses
the almost same expression (89). It is likely that Dirichlet takes in these idea from Lagrange and Poisson.
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If m’ # m, the difference is zero, if m’ = m, (30) — (31) = n+ 1. 7 Then we must divide Yy, by
n+1:!

v 2 . ™ 2rm . 3mm
m = m(ylsln 1 +yzsmn+ 1 +y351nn+1
Here, Poisson explains the exchange the sum of Y;,, with the integral fol by a special technique of
interpolation, by which we can coincide completely with the original curve by taking the limit.
Les coefficiens Y3, Y2, Y3, -+, Y,, étant ainsi déterminés, la formule (i)p coincidera
avec la fonction fz, pour toutes les valeurs de  contenues depuis z = 0 jusqu’a x = 1, et
qui sont des multiples exacts de la fraction —+ “ ; et pour les autres valeurs de x comprises
dans le méme intervalle, on devra la regarder comme une formule d'interpolation d’une
espece particuliére, qui pourra servir a calculer les valeurs approchées de fz, quand la
forme de cette fonction ne sera pas connus. Sil’on construit deux coubres qui aient z et y
pour coordonées, dont I'une ait y = fz pour équation, et I’autre ’équation (i) p, ces deux
coubres couperont ’axe des abscisses z aux deux points correspondansa z =0et z =1
; et dans l'intervalle compris entre ces deux points, elles auront un nombre n de points
communs, dont les projections sur I'axe des x seront équidistantes. Ce resultat subsistera,
quelque grand qu’on suppose le nombres n ; & mesure que ce nombre augmentera, les
points communs aux deux coubres se rapprocheront ; et & la limite n = oo, ces deux
coubres coincideront parfaitement dans toute la portion comprise depuis = 0 jusqu’a
x = 1. Or, a cette limite, la somme qui exprime la valeur de Y,, se changera en une
integrale déﬁnie ; [62 pp.446-7]

If we suppose ?I+_1 =7, n—+1 = dz’, and yp = fo', then ° Yy, = 2f01 sinmnz'- fr' dz’, m>
0, € Z. We extend (i)p to the 1nﬁn1te and replace y with fz, then 2

. nmm
+-~~+ynsmn+1) (32)

oo o0 1
fr= Z Y sinmrx =2 Z (/ sinmmrz’ - fo' dz') sinmrz, m>0, €Z (33)
m=1 m=1 0

This statement corresponds with (g)p, by assuming ! = 1 and replacing the order of simbol
of sum f and 3. Therefore, this statement means the Lagrange’s statement of trigonometric
series, which we cite with the equation (1).

La méme méthod pourrait servir 3 démontrer directment toutes les autres formules
de la méme espéce ; il y a donc deux moyans de parvenir & ces formules ; celui que j’ai
employé, et qui consiste & regarder la série périodique que chacune de ces expressions
renferme, comme la limite d’une série convergente dont on peut avoir la somme ; et celui
qui je viens d’exposer, d’aprés Lagrange, et dans lequel on coinsidére chacune de ces
expressions comme la limite d’une formule d’interpolation. Les recherches de M. Fourier
sur la distribution de la chaleur dans les corps solides, et mon premier Mémoire sur le
t, 2! contiennent différents formules de cette espece. [62, pp.447-8]

méme sujet,
9 64. (pp.452-4). We assume % = a, T = da, we get

(k)p fz= %/jcosa(z——x') fr'dade =P

1]

00 00 1 /7 @22
/ cosa(z — z') da = / e7* cos a(z—z')da= V58 *
0 0

We assume z’ = z + 2, then

J2_ [k g o p= I

o0
~ka?
dz = fz
2V km 2vVkmw ¢ 2=

S = e~ ka fidd = P=
wWkr
17n 41 comes from 1+ n x 1 of (30).
18poisson’s Yim (32) corresponds with Lagrange’s y, of (7) or Dirichlet’s an, in (92).
Bry paf, z, Pz, etc. mean the then usage of f(z), f(z), w(z), ¥(z), etc.
20¢f. Dirichlet’s expression (93).
2poisson [58].



N _ oyt 1 [o oI _ ol
/cosa(z—z') da:7sma(z z) = P=—/ sina(z — ') ,I)fz' dr’

z—x T T—x
We assume z’ = z + Z, then

fo's) . o0 H
P:l/ T fe+ D de o P=lfz/ lde=fz
z 7r oo 2

T J s a

9 65. (pp.454-6). We assume @z, ¥z are two functions of z, such as pz = p(~z), Yz =
—(—z), namely even and odd functions.

1 1
== // cosaxcosaz fz' dr’ + // ;sin azsinaz’ fz' dx’ (34)
T

1 1
YT = — // cosaz cosaz gz di’, Yz == // sinaz sinaz’ ya' do’ (35)
m m

Poisson says : even if we want to express it using only the half domain : =z > 0, we can
calculate it by multiply 2, as Fourier’s expression reads :
On pourra, si 'on veut, n’étandre 'equation relatives & z’, que depuis z’ = 0
jusqu’a z’ = oo, et doubler le facteur % ; ces formules coincideront alors avec

celle que M.Fourier a données dans son premier Mémoire sur la chaleur. %2

(62, p.455]
The equation (k)p is reciprocally deduced from (35), by conserving z’ = +o0, then
0= 1 // cosazx cosazx’ Yz’ dx’, 0= 1 // sinaz sinaz’ oz’ dz’ (36)
™ ™

Adding (35) and (36), we get (k)p.

1
T + Y — // (cos azcosax pxr’ di’ + sinazsinazr’ oz’ d.’n')
T

+ (sin azsinaz’ ¢z’ dr’ + cosax cosaz’ Yz’ dz')

%//(ﬂﬂll +z'Ycosa(zx — 2') da dx’ = f=x

2 o0 o0 2 o0 o0
= —/ / cosax cosazr fz' dr’, fzx= —/ / sinar sinaz’ fz’ dx’
™Jo Jo m™Jo Jo

4. ARGUMENT BETWEEN FOURIER AND POISSON ON APPLYING THE THEOREM OF DE GUA
TO TRANSCENDENTAL EQUATIONS

There were the strifes between Poisson and Fourier to struggle for the truth on mathematics
or mathematical physics for the 23 years since 1807. Poisson [66, p.367] asserts that : (1) It is
not able to apply the rules served the algebra to assure that an equation hasn’t imaginary, to
the transcendental equation. (2) Algebraic theorems are unsuitable to apply to transcendental
equations. (3) Generally speaking, it is not allowed to divert the theorems or methods from real
to transcendental, without careful and strict handling.

On the other hand, Fourier [22, p.617] refutes Poisson : (1) Algebraic equations place no
restriction on analytic theorems of determinant ; It is applicable to all transcendental, what
we are considering, in above all, heat theory. (2) It is sufficient to consider the convergence of
the series, or the figure of curve, which the limits of these series represent them in order. (3)
Generally speaking, it is able to apply the algebraic theorems or methods to the transcendental
or all the determined equations.

22sic. Annales de physique et de chimie, tome 111,p.361. cf. Table. 3.
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(fig.1) Paper spectrum interferring between Poisson and Fourier. Rem. MS : manuscript
Fourier = (MS:)[30] (ex:)[50] [17] (2nd.v:)[18] (prize.1)[19] (prize.2)[20] [21] [22] [23]

T (52] [54] [56]\ / L /71
Poisson = (58] [59] [60] [61] [62] [63] [64] [65) [66] [67) [68] [69] [70] [71] [72]

5. FOURIER’S PRINCIPLES ON THE TRIGONOMETRIC SERIES, THE INTEGRAL AND THE ROOT

For the objection of our paper, we treat here only the problems in relation to the integral
and root in the discussion with Poisson. = We introduce Nota of [20, pp.245-6], from here,
Darboux edits some parts in his Discours Préliminaire in [8, pp.XV-XXVIII].

(1) Les premieres recherches analytiques de 'auteur la communication de la chaleur
ont eu pour objet la distribution entre des masses disjointes : on les a conservées dans
la premiére partie du Mémoire. (2) Les questions relatives aux corps continus ont été
resolues par ’auteur plusieurs années apreés. Il a exposé pour la premiere fois cette théorie
dans une ouvrage manuscrit 2° remis & I'Institut de France a la fin de I'année 1807, et
dont il a été publie un extrait 2* dans le Bulletin des sciences de la société Philomatigue,
année 1808, page 112. (3} Il a joint ensuite a ce premier ouvrage des notes sur %9 la
convergence des séies, o la diffusion de la chaleur dans un prisme infini, e son émission
dans un espace vide d’air, e les constructions qui servent a rendre sensibles les principaux
théoremes de cette analyse ; & enfin la solution d’une question qui était alors entiérement
nouvelle, 26 celle du mouvement périodique de la chaleur i la surface du globe terrestre.
(4) Les seconde Mémoire sur la propagation de la chaleur a été déposé aux archves de
I’Institut le 28 septembre 1811 ; il est formé du précédent et des notre déja remises.
L’auteur a seulement retranché des constructions géométriques et des détails d’analyse
qui n’avalent pas un rapport nécessaire avec la question physique, et il a ajouté ’équation
générale qui exprime ’étal de la surface. C’est cet ouvrage qui, ayant été cournné au
commencement de 1812, est lextuellement inséré dans la collection des Mémoires. Il a
été livré a I'impression en 1812 par M. Delambre, secrétaire perpétuel ; savoir ; la premier
partie, dans le volume de 1819 ; la seconde, dans le volume suivant. 27 (5) Les résultats
de ces recherches, et de celles que 1’auteur a faires depuis, sont aussi indiqués dans divers
articles rendus publics. Voir e les Annales de chimie et de physigque, tome 1II, page 250,
28 année 1816 ; tome IV, page 128, année 1817 : tome VI, page 259, année 1817 ; o le
Bulletin des sciences de la société Philomatique, année 1818, page 1, et année 1820, page
60 ; o I’ Analyse des travauz de I’Académie des Sciences, par M. Delambre, année 1820,
& e et l'ouvrage publiqié par lauteur sous ce titre : Théorie analytique de la chaleur,
in-4.° ; Paris, 1822. 2  [20, pp.245-6]. cf. Table 3.

5.1. Théorie analytique de la chaleur. (Deuziéme Edition) [18], 1822.

We cite the articles in relation to Fourier’s principle of integral or root. These follows are : §
219, 221, 235, 238-9, 253, 283-4, 288, 290-1, 305-6, 308, 310, 374-5, 399, 401, 407-9. cf. Table 3,
4.

Z3¢f. Grattan-Guinness [30].

24¢f. Poisson [50].

Zcf. Fourier [§]

26Darboux omits this item in his edition of Discours préliminaire. (8, p.XXVT].

Tef. Fourier 19, 20].

28Not p.250 but p.350. Correctly, pp.350-376. cf [8, p.XXVI], Grattan-Guinness cites pp.350-375, cf. [30,
p.492).

29¢f. Fourier [18].
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TABLE 3. The bibliographies relating to Fourier’s main theories of heat. Remark.
MAS: Mémoire de I’Académie royale des Sciences, §: article number

proposed .
car to author, primary secondary
nojversion },/;ca démie bibliography, title with other data bibliography
Sc'ien(;g; " |publisher, year or remark
. End of . . Grattan-Guinness
1 {manuscript 1807 Fourier [30] Sur la propagation de la Chaleur 130, p.30,p.497], 1972
extract g?llli;)lrrll [55((:)1] soc.| Mémotre sur la Propagation Darboux ed, 1890
2 by Poisson 1807/12/21 Philomatique de la Chaleur dans les Corps Solides vol.2 [9, pp. 215-221]
1808 cf. [30, pp.442-3]
o Note sur la convergence de la série
sinz — 1sin2z + }sin3z — lsindz |cf. Grattan-Guiness
extract and 18087, 097 + .-, 18087 (30, p.26,p.497]
3 |two notes of r " k Fourier o Ertrait du mémoire sur la chaleur, |(According to him,
by Fourier - remar 18097 only the 10 pages of
o Notes jointes a Ueztrait du it are extant.)
mémoire sur la chaleur, 18097
2nd . Fourier (18] , ) Darboux ed,1888
4 version (private) 1822, Paris Théorie analytique de la chaleur vol.1 [8]
1811 prize Fourier [19] Théorie du mouvement de la chaleur not found
P MAS 4(1819-20)| dans les corps solides (part 1). ’
5 |paper 1811/9/28 . . cf. Grattan
0.1 pp.-185-555 (Allowed to be issued in 1812 and ~Guinness [30], 1972
i 1824 appears in 1819-21 edition from AS) ’
1811 prize iozrsler [20] Suite de Mémoire intitulé : Théorie Darboux ed.1890
5(1821-22) vol.2 [9, pp. 3-94]
6 |paper 1811/9/28 du mouvement de la chaleur )
0.2 pp.153-246 dans les corps solides (part 2) includes 41-9149,
' 1826 7S 165 COTPS S0RAES P Table, Nota
lil trprlze same with same with no.6 Gallica archives
7 gopz o Ge W lsame with 110.6 http://gallica.bnf.fr/ark:/12148/ include €1-9150,
( A'rchive) ’ bpt6k3220m/f7 Table, Nota
Fourier [16] not found in
L ACP 3(1816) , Darboux ed.1830
8 | 1st Mémoire|1816 pp.350-375 Théorie de la chaleur vol.2, but Poisson
1816 cites in {62, p. 455]
(s Fourier [22]
addltfon MAS 8(1829), |Mémoire sur la théorie analytique de Darboux ed,1890
9 |on prizm vol.2
581-622. la chaleur
L only 1829 [9, pp. 145-181]

Chapitre 3. Propagation de la chaleur dans un solide rectangulaire infini, pp.141-238.
86 Dévelopment d’une function arbitraire en siries trigonométriques
9 219. An arbitrary function can be developed under the following form :

a;1sinx + agsin2z + agsin3xr + a4sindx - - -

(37)

Fourier states his kernel in § 219 — 235. He redescribes these articles from the corresponding of
his first version. He announces these correction in 'Discours Preliminaire’, however, the proof
is completely same with the expression of first version, except the different expression between
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(38) and (40).
(D)r %cp(r) = sinx/sin z(z)dz + sin 2r/sin 2zp(z)dz + -+ +siniz / sinizp(z)dr + - - - ;(38)

€ 221. Fourier states only from the proving of orthonormal relation, so Poisson is disapointed
with the lack of vigorousness and exactitude of the very mathematical importance in the future.

Lagrange, dans les anciens Mémoires de Turin, et M. Fourier, dans ses Recherches
sur la théorie de la chaleur, avaient déja fait usage de sembles expressions ; mais il
m’a semblé qu’elles n’avaient point encore été démonstrées d'une maniére précise
et rigoureuse ; [58, 928, p.46]

The following are Fourier’s description about the proof of trigonometric series.

On peut aussi vérifier I’équation précédente (D)p (art. 219), en déterminant
immeédiatement les quantités a;, ag, a3, -+, aj, --- dans Péquation : p(z) =
01 8inz+azsin2zx+agsin3z+---+a;sinjz - - -, pour cela on multipliera chacun
des membres de derniére équation par sinizdz, ¢ étant un nombre entier, et on
prendra l'intégrale depuis £ = 0 jusqu’a z = 7, on aura

/np(:r) sinizdr = aq /sin:r sinizdzr + ao /sin 2zsinizdz + - a4 / sin jz sinixdx + - -

Or on peut facilement prover : (1) Que toutes les intégrales qui entrent dans le
second membre ont une valeur nulle, excepté le seul terme a; [ siniz sinizdzr; (2)
Que la valeur de f siniz sin izdzr est . Tout se réduit 4 considérer la valeur des
intégrales qui entrent dans la second membre, et 4 démonstrer les deux proposi-
tions précédentes. L'intégrale 2 f sin jz sinizdzr prise depuis z = 0 jusqu'a z = 7,
et dans laquelle i et j sont des nombres entiers, est

Kid
2/ sin jzsinizdr = - ! -sin( — j)z — 141- -sin(t+ j)z + C
0 —
L’intégrale devant commencer lorsque z = 0, la constante C est null, et les nom-
bres i et j étant entiers, la valeur de I'intégrale deviendra null lorsqu’on feraz = 7
; il S’ensuit que chacun des termes tels que a; [ sinzsinizdz, a, [ sin 2z sinizdz,
as f sin3zsinizdz , --- s’evanouit, et que cela aura lieu toutes les fois que les
nombres % et j seron différents. Il n’en est pas de méme lorsque les nombres i et

J sont égaux ; car le terme ! sin(z — j)z auquel se réduit 'intégrale devient %,

-7
et sa valeur est 7. On a, par conséquent, 2 f siniz sinixzdr = 7 ; on obtient ainsi,
de la maniere la plus briéve, les valeurs de ay, a2, a3, ---, aj, --- qui sont
2 . 2 . 2 . 2 .
a == (x)sinzdz, as = - p(x)sin2zdz, a3 = — | p(z)sin3zdz,--- ,a; = p () sinizdz (39)
i

En les substituant, on a (D)r (=(38)). (8, §220-221, pp.210-212].

3 Here, in the Fourier’s first version, or, the manuscript in 1807, (D)r (=(38)) corresponds with
(40)

%np:r = sinz S(pzsin.zdz) + sin2z S(pzsin .2zdz) + - -- + siniz S(pzsin.izdz) --; (40)

where, S means a summation symbol for the trigonometric series in Fourier’s n-body-model
analysis.3!  [30, p.217]
9 224—231. ( Trigonometric series by cosine with multiple angles. )

(m)r  (z) =agcos0z + ay cosz + agcos 2z + azcos3x + - - + a; COSIT + -+ - (41)
30cf. Grattan-Guinness [30, 963, p.216-7, p.241]. We have discussed the Navier's usage in our dissertation {45,

p-64, p.67}, which is different with the Fourier’s usage.
31et, § 2.3. Grattan-Guiness discusses the n-body-model analysis in [30, pp.241-9].
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1 /7 i i
(v)r gtp(z) = 5/0 Lp(z)dz—f-cosz/ o(z) cosz d9:+cos2z/ o(x) cos 2z dx
0 0
+ cos3z/ o(z)cos3z dx + - - - (42)
0

€ 232. ( Trigonometric series by sine with multiple angles. )
T m m ™

(u)F §Lp(z) = sinzA o(x)sinx dr + sin 29:/0 ¢(x)sin 2z dx + sin 3z A o(z)sin3z dz +--- (43)

9 235. The development of function in the trigonometric series. Nous aurions & ajouter plusieurs

remarques concernant 'usage et les propriété des séries trigonométriques ; nous nous bornerous a

énoncer brievement celles qui ont un rapport plus direct avec la théorie dont nous nous occupons.

1. Les séries ordonnées selon les cosinus ou les sinus des arcs multiples sont
toujous convergentes, c’est-d-dire qu’en donnant a la variable une valeur
quelque non imaginaire, la somme des termes converge de plus en plus vers
une seul limite fixe, qui est la valeur de la fonction développée ;

2. Si l'on a Pexpression de la fonction f(z) qui répond & une série donnée
a+bcosz + ccos2x + dcos 3z + ecosdz + - - - et celle d’une autre fonction
©(z), dont le développement donné est o + fcosx + ycos2x + dcos 3z +
ecosdrx + ---, il est facile de trouver en termes réels la somme de la série
composée aa + b3 + ¢y + dd + ec + --- et, plus généralement, celle de la
série aa+ bf3 cos x + ¢y cos 2z + dé cos 3z + ec cos 4z + - - -, que 'on forme en
comparant terme a terme les duex série données. Cette remarque s’applique
a un nombre quelconque de séries.

3. La série (p)(art.233) 3% qui donne le développment d’une fonction F(z) en
un situe de sinus et de cosinus d'arcs multiples peut étre mise sous cette
forme

nF(z) = %/F(a) da + cosz/F(a) cos a da + cos Qm/F(a) cos2a da—+ - -

+ sinz/F(a) sin a da + sin QZ/F(a) sin2a do+ -+ (44)
a étant une nouvelle variable qui disparait apres les intégrations. On a donc
47
nF(z) = F(a )da( + cos z cos @ + cos 2z cos 2 + - +sinzsina+siansin201+~-)
-7
ou
1 +m
F(z) = p / F(a) da( +cos(z — @) + cos2(x ~ a) +cos 3(z — a) + - )
et (¥

{l

%/H ) da[ +Zcoszz-a}

-

4. (citation omitted by the auther of this paper.)
8, 9 235, p.232-3]

Chapitre 4. Du mouvement de linéaire et varié de la chaleur dans une armille, pp 239-303.

§ 1 Solution générale de la question, pp.239-253.
q 238.

32¢f. The series are the equation replaced a in the right-hand side of (44) with z.
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L’équation qui exprime le mouvement de la chaleur dans une armille a été
rapportée dans l'article 105 ; elle est
) v K % hl v
F % ~ CDés> CDS
Il s’agit maintenant d’integrer cette équation ; on écrira seulement %% = k%i—’é —hv
; la valeur de k représentera CIL, celle de h sera % ; = désigne la longueur de
I’arc compris entre un point m de anneau et ’origine o ; v est la température que
I'on observerait en ce point m apres un temps donné t. On supposera d’abord

v = e~My, u étant une nouvelle indéterminée ; on en tirera
ou 8y
g ot Ox?

or cette derniere équation convient au cas ou l'irradiation serait nulle a la surface,
puisqu’on la déduirait de la précédente en y faisant A = 0 ; on conclut de la
que les différents points de ’anneau se refroidissent successivement, car ’action
du milieu, sans que cette circonstance trouble en aucune maniere la loi de la
distribution de la chaleur. {8, 9 238, p.239-40]

q 239. Constitution of a general solution by the special solutions.

La question étant réduite & intéger 1'’équation (45), on cherchera, en premier
lieu, les wvaleurs particuliéres les plus simples que ’on puisse attribuer a la vari-
able u ; on en composera en suite une valeur générale, et 'on démonstrera que
cette valeur est aussi étendue que l'intégrale, qui contient une fonction arbitraire
en z, ou plutét qu’elle est cette intégrale elle-méme, mise sous la forme qu’exige
la question, en sorte qu'il ne peut y avoir aucune solution différente.

On remarquera d’abord que (I’équation est satisfaite si I'on donne a u la valeur
particuliére ae™ sin nx, m et n étant assujettis & la condition m = —kn%. On
prendra donc pour une valeur particuliére de u la fonction : ae~kn’t
(omitted.) ---

On arrivera aux meées conséquence en prenant, pour valeur particuliére de u,
la quantité ae k"t cos nx ; on a aussi 2nrr = 2ir et n = i, donc ’équation :
kn2t _ —ﬂ; i .

CcOS Nx = ae r? COS - exprimera le mouvement de la chaleur dans

sin nx. ---

u=ae

lintérieur de ’anneau, si les températures initiales sont représentées par a cos %

Dans tous ces cas, ou les températures données sont propotionelle aux sines ou
cosinus d'un multiple de I’arc %, les rapports établis entre ces températures sub-
sistent contiellement pendant la dueée infinie du refroidissement. Il en serait de
méme si le températures initiales étaient représentées par la fonction : (asin nz+

i

bcos nr =) asin —;E + bcos E, 1 étant un nombre entier, a et b des coefficients
T

quelconques. (8, ¢ 239, pp.240-2]

§ 2 De la communication de la chaleur entre des masses disjointes, pp.253-303.
Here is Fourier’s premier object of the study of heat mentioned in the preliminary as follows :

q 253.

Nos premiéres recherches analytiques sur la communication de la chaleur ont
eu pour objet la distribution entre des masses disjointes ; on les a conservées
dans Is Section II du Captre IV. Les questions relatives aux corps continus, qui
forment la théorie proprement dite, ont été resolues plusieurs années aprés ; cette
théorie a été exposée, pour la premiere fois, dans un Ouvrage manuscrit remis
a la fin de 'année 1807, et dont il a été publié un extrait dans le Bulletin des
Sciences (Société philomatique, année 1808, p.112-116). (8, p.xxvi]
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La valeur génénale de a,, étant {2 [sin mu—sin(m—1)u|, on aura, pour satisfaire
a la condition a,4+1 = ay, I’équation sin(n + 1)u — sinnu = sinnu — sin(n — 1)y,
d’ott l'on tire sinnu =0, wu =17, = étant la demi-circonférence et ¢ un nom-
bre entier quelconque, tel que 0, 1, 2, 3,--- ,n ~ 1. On en peut déduire les
n valeurs de g ou hTm ; ainsi, toutes les racines de 1’équation en h, qui don-

nent les valeurs de h, k', h”, - sont réelles, negatives et fournies par équations

= o Eve™. e o Eanva™y . aeeb = oK T
h= 2msmV(On), A= 2msmV(ln), ., h = 2msmV((n l)n),

8, 9 253, p.262]
9§ 267. ( The n equations : (m) with the transfer matrix of (n x 2n).)

5.1. Transfer array by Fourier.

2 2 2 2
a1 = Asin0.02F + Aysin0.12% + A3sin0.22% 4 - 4 Apsin0nr
n n n n
2 2 2 2
+ B cos0.0i + By cosO.l—j + Bj cosO.Q—7l +---+ B, cosO.n—ﬂ
n n n n
2 2 2 2
as = Aysinl.02F 4 Agsin1.127 4+ Agsinl.22% 4 - 4 Apsinlns
T n T 7

2 2 2 2
+ Bicosl0ZZ 4 Bycos1.128 4 Bycos1.228 4 .- + Bpooslnl
n T n T

2 2 2
4n = Arsin(n— 1)022 + Agsin(n — 1)1~ + Agsin(n — 1).2°% + ...
n n n
2 2
L + Bjcos(n — 1)0—7T + By cos(n — 1)12—7T + Bz cos(n — 1)2—71
n n n
T
[ a) az ag - Qn ]
sin0.02% sin0.12% sin0.22% ... sin0.nZ ¢0s0.02% c0s0.12% c0s0.22% .- cos0.nZE
sin1.0<ZL sin1.1<E sinl1.24E ... sinl.n& c081.02% cos1.1<L cos1.2=L ... cosl.n=t
= $in2.0" sin2.157 sin2.25% ... sin2.n<" cos2.02% cos2.15% cos2.22% .- cos2.nsl
sin(n — 1)02X sin(n — 1)12% sin(n — 1).2%% ... cos(n — 1)02% cos(n — 1)12% cos(n — 1)22 ...

T
x [ A AyAs - A By By By -+ By |

9 271. ( The coefficients A; and B; of the equation m.)

1 SO Co2m 1 = , .
§nAj:Zai sin (1—1)(]—1);, inBj:Zai cos (z—l)(]—l)—n—, j=1,--,n(47)

i=1 i=1
Chapitre 5. De la propagation de la chaleur dans une sphére solide, pp 304-331.
§ 1 Solution générale, pp.304-316.
q 283.

La question de la propagation de la chaleur a été exposée dans la Chapitre II,
Section II, article 117 ; elle consiste & intégrer Péquation %‘ti = k(g—;‘f %%;i), en
sorte que l'intégrale satisfasse, lorsque z = X, 4 la condition g;i—i—hv =0. Silon
fait y = vz, y étant une nouvelle indéterminée, on aura, aprés les substitutions,
%’tik = g—i@, ainsi il faut intégrer cette derniere équation, et 'on prendra ensuite
v=~ [8, 9283, pp.304-5]

9 284. ( Deduction of the determinated equation of the root )
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Soit y = e™u, u étant une fonction de z, on aura mu = k%’-}. On voit d’abord
que, la valeur de ¢ devenant infinie, celle de v doit &tre nulle dans tous les points,
puisque le corps est entierement refroidi. On ne peut donc prendre pour m qu’une
quantite négative. Or k a une valeur numérique positive ; on en conclut que la
valeur de u dépend des arcs de cercle, ce qui résulte de la nature connue de
I’équation mu = k%’-}. Soit uw = Acos nz + Bsin nz, on aura cette condition

m = —kn?. Ainsi 'on peut exprimer une valeur particulizre de v par I’équation
e—knit
v = (A cos nz + Bsin n:c) (48)
z

n est un nombre positif quelconque, et A et B sont des constantes. On remarquera
d’abord que la constante A doit étre nulle ; car lorsqu’on fait z = 0, la valeur de
v, qui exprime la température du centre, ne peut pas étre infinie ; donc la terme
Acos nzx doit étre omis.

Du plus, le nombre n ne peut pas étre pris arbitrairement. En effet, si, dans
Iéquation déterminée

g
Z =0 (49)
or
on substitute la valeur de v, on trouvera
nr cos nz+ (hx ~ 1)sin nz =0 (50)
Comme l'équation doit avoir lieu & la surface, on y supposera z = X, rayon de
la spheére, ce qui donnera ﬁx—njf =1—hX. Soit A le nombre 1 — hX et posons

nX = ¢, on aura - = A. 1l faut donc un arc & qui, divisé par sa tangente,
donne un quotient connu A, et I'on prendra n = 5. 1l est visible qu’il y a une
infinité de tels arcs, qui ont avec leur tangente un rapport donné ; en sorte que
I’équation de condition ﬁ =1 - hX a une infinité de racines réelles.  [8,
9 284, pp.305-6]

—kn?t

After supposing A = 0 of (48), Fourier substitutes v = &—
equation (50).

9 288. ( The determinating equation for real root using ’procéde d’approximation’. ) Fourier
proposes the method, which is nearly the what is called Newton approximation or the Newton
method. We iterate the approaching by differentiation until we get the root of the crossing point

made with the tangent and the curve : z,41 =z, — %, fl(z,) #£0.

La régle que ’on vien d’exposer pouvant s’appliquer au calcul de chacune des
racines de I'équation

(sin nz) for (49), then gets the

£

=1-hX, (51)
tane

qui ont d’ailleurs des limits données, on doit regarder toutes ces racines comme
des nombres connus. Au reste, il était seulement nécessaire de se convaincre
que ’équation a une infinité de racines réelles. On a rapporté ici ce procédé
d’approximation, parce qu’il est fondé sur une construction remarquable qu’on
peut employer utilement dans plusieurs cas, et qu’il fait connaitre sur-le-champ
la nature et les limits des racines ; mais ’application qu’on ferait de ce procédé
a l'équation dont il s’agit serait beaucoup trop lente ; il serait facile de recourir
dans la pratique & une autre méthode d’approximation. [8, § 288, p.311]

9 290.
Désignons par ni, ny, m3, ng, --- les quantités qui satisfont & Péquation
nX
X 1 — hX, et que 'on suppose rangées par ordre, en commencant par la
n
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VT = a1e”

plus petite ; on formera I’équation générale

2 . —ken2¢ . —kn2t . —kn2t -
knit sin nqx + age "2t sinngx + age 3t sinngr + age P sinngr + - -

Si l’on fait t = 0, on aura, pour exprimer ’état inital des températures,
VT = a1 sinn1z + azsinnyx + agsinnzxr + agsinngxr + - - -

La question consiste & déterminer, quel que soit I'état initial, les coefficients
ai, a2, ag, a4, ---. Supposons donc que connaisse les valeur de v depuis z = 0
jusqu'a z = X, et représentons ce systéme de valeurs par f(X), on aura

1 . . . .
(e)r F(z)= ——{al sinniz + ag sinnaz + azsinnszr + agsinngx + - - - }
z

Here, G.Darboux comments F(z) as follows :

q 291.

Fourier va déterminer les coefficients a1, a2, a3z, a4, ---, mais en admettant le
développment est possible, quelle que soit la fonction arbitraire F(z) qui définit
Pétat initial ; or c’est 14 un point qui n’est nullement démontré. Poisson, qui
a signalé ce défaut de la solution de Fourier, a proposé, dans sa Theorie de la
chaleur, une méthode d’exposition differente, mais qui ne fait que reporter sur
un autre point exactment la méme difficulté. G.D. [8, § 290, p.312-3]

La fonction arbitraire F(z) entre dans chaque coefficient sous le signe de
lintégration et donne a la valeur de v toute la généralité que la question ex-
ige ; on parvient ainsi a 1’équation suivante :

sin nlq;fo(z) sin niz dr —kny %t n sin n,ngzF(I) sin nar dzx —kna?t +
= € e A
T o T
X - Ty SR 2nm X X — g SID 2ns X

Telle est la forme que l'on doit donner & l'intégrale générale de l’équation :
% = kg—;’;’ %g—;—’— pour qu’elle représente le mouvement de la chaleur dans la
sphere solid. En effet, toutes les conditions de la question seront remplies : (1)
L’équation aux différences partielles sera satisfaite. (2) La quantité de la chaleur
qui s’écoule a la surface conviendra a la fois & 'action mutuelle des derniéres
couches et & l'action de ’air sur la surface, ¢’est-a-dire que ’équation g—g +hv =0,
a laquelle chacune des parties de la valeur de v satisfait lorsque z = X, aura lieu
aussi lorsqu’on prendra pour v la somme de toutes ces parties. (3) La solution
donnée conviendra a I’état initial lorsqu’on supposera le temps nul. [8, § 291,
p-314-5]

§ 2 Remarkes diverses sur cette solution, pp.317-331.

9 305.

The very suitable in geometrical structure to explain the equation (51).
L’usage que 'on a fait précédement de 1’équation
€

tane
est fondé sur une construction géométrique qui est trés propre a expliquer la na-
ture de ces équations, En effet, cette construction fait voir clairement que toutes
les racines sont réelle ; en méme temps elle en fait connaitre les limits et in-
dique les moyens de déterminer la valeur numérique de chacune d’elle. L’examen
analytique des équations de ce genre donnerait les mémes résults. On pourra
d’abord reconnaitre que P’équation précédente, dans laquelle A est un nombre
connu, moindre que l'unité, n’a aucune recine imaginaire de la forme m+ny/—1.
11 suffit de substituer au lieu de ¢ cette dernidr gantité, et l'on voit, apreés les
tranformations, que le premier membre ne peut devenir nul lorsqu’on attribue a
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m et n de valeur réelles, & moins que n soit nulle. 3 On démontre aussi qu'il
ne peut y avoir dans cette méme équation € — Atane = 0, ou % =0,
aucune racine imaginaire, de quelque forme que ce soit.

En effet : (1) les racines imaginaires du facteur Cols - = 0 n’appartiennent
point & ’équation £ — Atane = 0, puisque ces racines sont toutes de la forme
m + nv/—1 ; (2) léquation sine — §cose = 0 a nécessairement toutes ses
racines réelles lorsque A est moindre que 'unité. Pour prouvercette derniere
proposition, il faut considérer sine comme le produit d'une infinité de facteurs,

. g2 g2 g2 g2 L
qui sont 5(1 - F) (1 - 22‘"2) (1 - 327r2) (1 — 427r2) -+ est considérer cose
comme dérivant de sine par la différentiation. On supposera qu’au lieu de for-
mer sine du produit d’un nombre infini de facteurs on emploie seulement les m
premiers, et que l’on désigne le produit par ¢, (€). Cela posé, on aura 1’équation
em(€) — 5¢'m(e) = 0. Or, en donnant au nombre m ses valeurs successives
1, 2, 3, --- depuis 1 jusqu’a l'infini, on reconnaitra, par les principes ordinaires
de I'Algebre, la nature des fonctions de € qui correspondent a ces différentes
valeurs de . On verra que, quel que soit le nombre m des facteurs, les équations
en € qui en proviennent ont les caractéres distinctifs de celles qui ont toutes
leurs racines réelles. De 13 on conclut rigoureusement que 1'équation (53) dans
laquelle A est moindre que 'unité, ne peut avoir aucune racine imaginaire. Cette
méme proposition pourrait encore étre déduite d’une analyse différente que nous
emploierons dans un des Chapitres suivants. [8, 9305, pp.329-330]

G. Darboux remarks (53) is not equal (54), namely ;ﬁ—y; # ;,—f;; and Fourier’s description has
many mistakes in the following articles.

Il y a dans la suite de cet article un certain nombre de points inexacts ou
contestables ; mais, comme on pourrait le supprimer en entier sans interrompre
la suite dos idées, nous nous sommes contenté de reproduire sans changement le
texte de Fourier. (8, 9305, p.330]|

34

§ 6 De mouvement de la chaleur dans un cylindre solide, pp.332-358

Fourier deduces solution of the heat equation from the general solution summed particular
solutions by using integral. From here, we see that our problems discussing between Poisson
and Fourier is not only the problem on the roots of the solution, but also the problem of integral
of the equations.
9 306.

33Ecrivons en effet 'équation sous la forme 2 = cote.
q IS

Ay
2 4 42 -

. 11 est aisé de voir que cette équation ne peut étre vérifiée quand y est différent de zéro et

En remplagant € par x + yi et égalant les parties imaginaries dans les deux membres, on trouve
eV — e

(ev —e~¥)2 + 4sin’z
que le second membre y est toujours plus grand en valeur absolue que le premler En effet de second membre

+e¥ 4sin® ¢ eV +e? 1 4sin® ¢ 4x?
peut s’écrire (m)/(l + m). Oron a = > ;, m < r» —+ Le second membre
est donc plus grand que
1 z? ]
bl 142 )=
(y)/( + yz) z? +y? 4)

il ne peut donc étre égale & cette expression multipliée par la fonction A.

1l y a dans la suite de cet article un certain nombre de points inexacts ou contestables ; mais, comme on pour-
rait le supprimer en entier sans interrompre la suite dos idées, nous nous sommes contenté de reproduire sans
changement le texte de Fourier. G.D.

34Today we state the relation of Euler as not sinz = —3i(c” — %) but sinz = —1i(e™ — 7).
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9 308.

Le mouvement de la chaleur dans un cylindre solide d’un longueur infinie est
Ov K (8%v 1w hV 6V_0 P
%~ cp\aa 7o) EV g = Oauelon
a rapporées { p.97 et suivantes ) dans les articles 118, 119, 120. Pour intégrer
ces équations, on donnera en premier lieu & v une value particuliére tres simple,
exprimée par ’équation

représenté par les équations

v=e ™y
m est un nombre quelconque et u une fonction de z. On désigne par k le coeflicient
C—KD qui entre dans la premiére équation, et par h le coefficient % qui entre dans
la seconde.

v K(82v 181)) v 16v 16v

5%~ CD\6:2 79z 92 7oz KOt
h ov av

En substituant la valeur attribuée & v, on trouve la condition suivante :3°

@+l@+ﬂu_o
dz? " zdz  k

On choisira donc pour u une fonction de z qui satisfasse & cette équation différentielle.

11 est facil de voir que cette peut étre exprimée par la série suivante

g(L‘2 g2x4 g3.’l;6 941.8

2 T T e tpigrersr T

g désignant la constante T'. On examinera plus particulitrement par la suite
l’équation différentielle dont cette série derive ; on regarde ici la fonction u comme
étant connu, et I'on a v = e~ 9%y pour la valeur particuliere de v.

L’état de la surface convexe du cylindre est assujetti & une condition exprimée
par I’équation déterminée hV + %—Z = 0, qui doit étre satisfaite lorsque le rayon
z a sa valeur totale X ; on en conclura 1’équation déterminée

91‘2 g21‘4 g3£1?6 9418 _ 2gX 492X3 Gg3X5

o7 T on T 2p%r T 24767 ) T T o Tarpe T
Ainsi le nombre g qui entre dans la valeur particuliere e 9%ty n’est point arbitraire
: il est nécessaire que ce nombre satisfasse a 1’équation précédente, qui contient
get X.

Nous prouverons e que cette équation en g, dans laquelle h et X sont des
quantités données, a une infinité de racines, e et que toutes ces racines sont réelles.
Il s’ensuit que l’on peut donner 4 la variable v une infinite de valeurs particulieres,
de la forme e~%ty, qui différeront seulement par exposant g. On pourra donc
composer une valeur plus générale en ajoutant toutes ces valeurs particuliéres,
multipliées par des coefficients arbitraires. L'intégrale qui servira & résoudre
dans toute son étandue la question proposée est donnée par I’équation suivante

u=1-—

v=aje 9"y +age My, +aze SRty oL e g1, g2, g3, -+ - désignent toutes
les valeurs de g qui satisfont ’équation déterminée ; e uy, uo, ug, --- désignent
les valeurs de u qui correspondent a ces différentes racines ; e ay, ay, az, --- sont

des coefficients arbitraires, qui ne peuvent étre déterminés que par 1'état initial
du solide.

35From (55), if we get %’% 1ov _ 18v — 0, then we get (57), where, we don’t use (56).

z Oz
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62 63 64 dy d? dy
y=10) T anz T @ty 0, > y+gp g =y-utoy
dy d%y dy d%y d3y d*y d y dy
F a0 =0 i O =0 gt g O =0
et, en générale,
dy o Ty d Py
1 - — =
dgz + ( + )d92+1 + 6d61+2 0
Or, e si 'on écrit dans l'ordre suivant 1’équation algébrique )2( = 0 et toutes
celles qui en dérivent par la différentiation X = 0, % =0, %5)-} =0, ‘f;zx =
0, --- e et si I'on suppose que toute racine réelle d’'une quelconque de ces

équations, étant substituée dans celle qui la préceéde et dans celle qui la suit,
donne deux résultants de signe contraire, il est certain e que la proposée X =0
a toutes ses racines réelle, e et que, par conséquent, il en est de méme de toutes

3 .
ses équations subordonées ‘Zg =0, %); =0, ‘{E)g(' =0, ---,ces propositions

sont fondées sur la théorie des équations algébriques et ont été démontrées depuis
longtemps.  [8, § 308, pp.335-7|
Fourier’s proof in other word is as follows :

11 suffit donc de prouver que les équations : y = 0, % =0, %g =0,

T
remplissant la condition précédente. Or cela suit de ’équation générale : 3—;{1 +
l+2

(i + 1)% + 630,—¥ 0, car, si 'on donne & # une valeur positive qui rend
nulle la fluxion®® %;#, les deux autre termes (%% et 3—;;@ recevront des valeurs
de signe opposé. A l'égard des valeurs négatives de 6, il est visible, d’apres la
nature de la fonction f(6), qu’aucune quantité negative mise & la place de 6 ne
pourrait rendre nulle ni cette fonction, ni aucune de celles qui en dérivent par la
différentiation ; car la substitution d’une quantité négative quelconque donne a
tous les termes le méme sign. Donc on est assuré que ’équation y = 0 a toutes
ses racines réelles et positives. [8, § 308, pp.335-7]

9§ 310.
De Iéquation y+ 3 dy +0£¥ = ( en déduit 'équation generale do, + i+ 1)W1—¥ +
6%;;2% = 0 et si, l’on suppose § = 0, on aura ’équation i;—:? = z+1d_0¥ qui

servira & déterminer les coefficients des différents termes du dévelopment de la
fonction f(6) ; car ces coefficients dépendent des valeurs que regoivent les rapports
différentiels lorsqu’on y fait la variable nulle. En supposant le premier connu et
62 63 64 . )

(3,) +—= (4') -. Si, maintenant, dans
I’équation proposée gu + %E + E:E’ =0, on fait 95’2 = 6, et que 'on recherche la
nouvelle équation en u et 8, en regardent u comme une fonction de 8, on trouvera

égal & 1, on aura la sérviey = 1— 9+

62 6 64
u+d0+6 =0, d’oul'on conclut u =1—- 6+22 (3')2+() . ou u=
2 4
gz g’z
-t g™ [8, § 310, p.339]

9 374. (Integral of sum of particular solution.)

Pour donner un example de ce calcul, nous ferons usage de la valeur particuliere
qui nous a servi a former l'intégrale exponentielle.

’ . 2 iy
Reprennant donc I'équation (b)g : %% = g—z-g, nous donnerons a v la valeur

3bRatio of flux, which is the technical term used by Newton’s differential and integral method.
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TABLE 4. Usage applying the De Gua’s theorem to the transcendental equation

and its results. Remark ; article*

: we cite this article in our paper

name
no|bibliography Applying to transcendental equation [result
article*
= on aura donc par conséquence
quantité qui sera toujours négative,
. X = €%+ be?* =0, quel que soit le nombre entier i ;
Poisson

—

61, 9 68,pp.381-3]

a > 0, const. # 1, b : arbitrary
= X (-1 xG+1)

et cependent 1’équation proposée
X =eT+be** =0

1823 = —b%(1 - a)2a% 2 < 0 a infinité de racines imaginaires
b > 0 : no root,
b < 0 : unique real root
Chacunne de ces équations
X =e* —be?* =0, a une seule racine réelle
Poisson a>0, b> 0, const. et une infinité de racines
2 (69, p.92-3],1830 |= g’)‘({{ g_"xif%, imaginaires, comprises sous la

— _b2(1 _ a)2 2n+1 2a.:1:

forme :
log ba™ 42im/ =1

T = T , 1€Zorl
y = e — bes® =0 (example) et
_ — _92n+ T
Fourier (For example Ja=2,b=1 a= 2ib =1=-2 ] € 0
3 n2e  d"MX _ _ontl2e |= Unique real oot :

[23, p.123],1830 |= an = 2", Txmir = € dMTIX oz gntlem) — () T £

= d&mX d"+2X _ 22"+Ie4$:0 AX¥T =€ ( - [ )— ,€ :/2

dxX”  dX"tr = = real root of 1 — 2"*1e* =0
(@) y=€®+be** =0, a>0, b > 0 : no root,

1SS

Gaston Darboux
[8, 9 308*, p.336]
footnote, 1888,
{(Probably, refers
Poisson[58])

cf. no.l

const. # 1,
La fonction y est une solution

B %:;%‘(a+l)g¥+ay=0

a laquelle on peut appliquer
litteralement

tous les raisonnements de Fourier.
((B) is applicable to all the reasonings
by Fourier.)

particuliére de ’équation differentielle :

b < 0 : unique real root

= dans les deux cas, elle a une
infinité de racines imaginaires.
Cela suffit, semble-t-il, & décider
la question.

(Between these two cases, it has
numberless imaginary numbers.
This is sufficient to decide the
question.)

trés simple e~™ ¢ cosnz, qui satisfait évidement & 1’équation différentielle (b)f.
2
. a2 v loat),

En effet, on en tire v = ¢ ™ fcosnz = — = —n’v, T3 = —n?v.
ot or

Donc l'intégrale ffooo e "t cosnz dn convient aussi a I’équation (b)p ; car cette

valeur de v est formée de la somme d’une infinité de valeurs particuliéres. Or
22
I'intégrale précédente est connu, et, 'on sait qu’elle équivaut a ﬁeﬁ ( voir
Particle suivant ). Cette derniére fonction de z et ¢ convient aussi avec I’équation
différentielle (b)r. Il est d’ailleurs trés facile de reconnaitre immédiatement que
2

la valeur particuliere %ei_t satisfait & I’équation dont il s’agit.

Ce méme résultat aura lieu si 'on remplace la valeur = par z — ¢, o étant
une constante quelconque. On peut donc employer comme valeur particuliere la
Af(e) T_L

NG

fonction , dans laquelle on attribute & o une valeur quelconque. Par

conséquent, la somme f > Mﬁl

(b)p ; car cette somme se compose d'une infinité de valeurs particulieres de la

da satisfait aussi a I’équation différentielle
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9 375.

9 399.

méme forme, multipliées par des constantes arbitraires. Donc on peut prendre
pour valeur de v satisfaisant & ’équation (b)r

00 o2
o VI

A étant un coefficient constant. [8, § 374, pp.431-2]

Larelation qu’on entre elles ces deux valeurs particulieres se découvre lorsqu’on
détermine l'intégrale

© 2
/ e "t cosnz dn (58)
-
Pour effectuer l'intégration, on pourrait développer le facteur cosnz et intégrer
par rapport 4 n. On obtient ainsi une série qui représente un l’analyse suivante.

Ly 2 . . _
L’intégrale [e ™ ‘cosnz dn se rapporte & celle-ci : [e 7’ cos 2pu dp, en sup-

2 .2 _ . . x — 2t 1 —n2

posant n“t = p® et nz = 2pu. On a ainsi f_(oo e " tcosnzdn = 7Ef eP" cos 2pu dp.
On écrira maintenant

/e_pz cos 2pu dp l/e—l)2+2pu\/———l dp + %/G—Pz—%uﬁ dp

2

%e—uz/e—p2+2pu\/:—l+u2 dp+ %e—uz‘/\6—132—2;7u\/———1+u2 dp

%e‘“z/e‘(’"“‘/;—l)2 dp + %e‘“z/e‘(”““/‘—l)2 dp

It

Or chacune des intégrales qui entrent dans ces deux termes équivaut a /7. En ef-
fet, on a, en général, /7 = ffooo e dget par consequent, /7 = f_‘_’ooo e @td)? gg
quelle que soit la constante b. On trouve donc, en faisant b = Fu+/—1 et rem-
plagant g par p, [ e~ cos2pu dp = /me~** donc ¥ e, e~"teosnz dn =

2
2 2 T
= T 0o —-n“t _ o
7€ et, mettant pour u sa valeur 2——\/2, on aura f_ e cosnz dn = \/_ 7€ 4

(Pourier’s remark being due to Poisson[48].) Fourier remarks that he owes the integral

method mentions here to Poisson.

En mettant pour v” sa valeur ¢ + [v!Vdt, et continuant toujours des substitu-
tions semblables, on trouve

v=c+/v”dt=c+/<c”+v1vdt> :c+/[c"+/(clv+/v‘/1dt>dt]

I A S
ou (T v=c+ic tgc tge gy
Dans cettet série, ¢ désigne une fonction arbitraire en .

Si l'on veut ordonner le développement de la valeur de v selon les puissances
o PP A 1%
v v

M

ascendantes de z, on écrira 33 = 3, et, désignant par ¢, ¢, , @, , -, les
. 2 3
fonctions %f, %?, %53‘3, <+, on aura d’abord v=a+bz+ [dz fvdz;aeth

représentent ici deux fonctions quelconques de t. On mettra ensuite pour v, sa
valeur a, + bz + [dz [v dr ; et pour v sa valeur a, + bz + [dzr [v dz; et

37From (58).
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ainsi de suite. On trouvera, par ces substitutions continuées,

v = a+bx+/dw/v)dx=a+bx+/dx/(a,+b,$+/dx/v”dx)dx
a+bx+/dm/ [a,+b,x+/dx/(a”+b”$+/dx/vmdx)dx dz

2 4 6 3 5 7
T T T T z
(X)F v=a+a—- +a”4' ma +b+b3| +b”-5—!+bmﬁ+”-

Dans cette série, a et b designent deux fonctions arbitraires de t. Si, dans cette
série donnée par I'équation (X)p, on met, au lieu de a et b, deux fonctions ¢(t) et
¥(t), et qu'on les développe selon les puissances ascendantes de ¢, en ordonnant
le résultat total par rapport & ces mémes puissances de ¢, on ne trouve qu'un
seule fonction arbitraire de z, au lieu des deux fonctions a et b. On doit cette
remarque 4 M. Poisson, qui ’a donnée dans le Tome VI du Journal de [ 'Ecole
Polytechnique, page 110. (cf. Poisson [48])

Réciproquement, si dans la série exprimée par P'équation (T')r, on développe
la fonction ¢ selon les puissances de z, en ordonnant le résultat par rapport a ces
mémes puissances de z, les coefficients de ces puissances se trouvent formés de
deux fonctions entierement arbitraires de ¢, ce que 'on peut aisement vérifier le
calcul.  [8, 9 399, pp.466-T7]

Poisson [48] says in his article as follows :

Il

ou

€40. Prenons pour exemple 1’équation fort simple g—; = —7, qui reste la méme

quand on y met z + a au lieu de z ; en sort que cette preparatlon est inutile dans
ce cas particulier ; et en général elle est inutile toutes les fois que la proposée ne
renferme pas la variable suivant laquelle on veut développer l'intégrale.

Son intégrale en série, ordonnée suivant les puissances de z, et obtenue, soit
par le théoreme de Taylor, soit par la méthode des coéfficiens indéterminés, est
d?F 1?2 d&'F  2* d&°F
S R T
Fy étant une fonction arbitraire et la seule que renfrme cette intégrale. L’intégrale
de la méme équation, ordonnée suivant le puissances de y, serait®®

yv: dex v drx oyt dPpz o d*rz

—prtyre+ LB Y T Y v.
FEeT YT Y T T a s

z=Fy+z

z et Tz étant des fonctions arbitraires. Ces deux intégrales devant étre équivalentes,

il faut que les deux fonctions px et 7x se réduisent a une seule, sans que la sec-
onde valeur de z perde rien de sa généralité ; or c’est ce qui arrive en effet, et pour
le prouver, il suffit de développer les fonctions px et 7z suivant le puissances de
z, et d’ordonner la seconde valeur de z, aussi suivant les puissances de z. [48,

pp-109-110]
Poisson continues as follows : assuming that
Cc Dz3 C'z> D'z
¢x—A+Bz+Tx+ SI 4+, mz=A"+Bz+ ; +3—T+~-~

then from (61) and (62)

By2 BIyB Cy4 Cly5
— ! A v
z= A+ Ayt o+ 4! 51

4+

C2 Cl3 2 3
+ BBy + -+ +---)+%(C+C’y'+---)+%(D+Dy’+---)+~~-

2 3!
38Here, pz and 7z are today expressed by ¢(z) and n(z).
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(63) can be regarded as the development of Fy in respect to y, then (63) is equal to (60). [48,
pp.110]

11 est facile de multiplier les exemples, et en général on verra que les équations
de l'ordre n, dont les intégrales comportent moins de n fonctions arbitraires, sont
de Pespece de celles qui ne peuvent étre intégrées sous forme finie ; c’est méme
parce que ce intégrales sont sous la forme de séries, qui arrive que deux ou un
plus grand nombre de fonctions arbitraires peuvent se réduire & une seul, comme
on vient d’en voir un exemple. [48, pp.110-11]

9 401.
La série (T)r de article 399, qui dérive de I’équation (a)F %‘t’ = g;’%, peut
étre mise sous cette forme v = ¢27 »(z). On dveloppera ’exponentielle selon les
puissances de D, et l'on écrira d‘g, au lieu de D?, en considérant i comme indece
d edifférentiation. On aura ainsi
do(z) | 2 do(z) R d(a)
dx? 2 dxt 3! dzb
Suivant la méme notation, la premiér partie de la série (X)r (art. 399), qui ne
contient que des puissances paires de z, sera exprimée sousette forme : cos(xv/—D)p(t).
On développera selon les puissances de z, et 'on écrira dizg au lieu de D', en
considérant ¢ comme indece de différentiation. La seconde partie de la série
(X)F se déduit de la premitre, en intégrant par rapport & z et changeant la
fonction ¢(t) en une autre fonction arbitraire ¢(t). On a donc

T /
v=cos(zV-D)pt)+W, e W= / cos(zv/—D)(t)dx = Mqﬁ(t)
0 v-D
39 Ces notations abrégées et connues dérivent des analogies qui existent entre les
intégrales et les puissances. Quant & ’'usage que nous en faisons ici, il a pour
objet d’exprimer les séries et de les vérifier sans aucun développment. Il suf-
fit de différentier sous les signes que cette notation emploie. Par exemple, de
V'équation v = etD? »(z) on déduit7 en différentiant par rapport a t seulement,
z = Dzetngo(z) D% = ‘a_g', ce qui montre immediatement que la série satis-
fait & I’équation différentielle (a). Pareillment, si I'on considere la premiére par-
tie? de la série (X)F, en écrivant v = cos(zv/— D)@(t), on aura, en différentiant
2 Ov
5{.

v=p(z)+t +---

. R 5}
deux fois par rapport & z seulement, 8—12) = Dcos(zv—D)p(t) = Dv =
z
Donc cette valeur de v satisfait & 1'équation différentielle (a).
On trouvera de la méme maniére que 'équation différentielle : (b)p ‘5;2’ +

2 . s 7 z
g—y’;’ = 0, donne, pourl’expression de v en série développée selon les puissances

a
dzx

8%y
au lieu de D. En effet, on déduit de cette valeur de v, By 5 = —D?cos(yD)y(z) =
2
~-D?% = —% La valeur sin(yD)y(x) satisfait aussi a différentielle : donc la
z2
valeur générale de v est v = cos(yD)y(z) +sin(yD)y(z). |8, § 401,pp.468-9
9 407. .
On déduit immédiatement les valeurs de g et h du résultat connu /7 =

ffooo e ®’dx.  En effet, cette derniére équation est identique et, par conséquent,

croissantes de y, v = cos(yD)y(z). Il faut développer par repport & y et écrire
2

39The right hand-side is given by the footnote of G.D.
40 he first terms of (59) equals cosz =1 — 523 + % - Z—T +--- = versinz, where, sinz = r — 5; + ’5—? - ’7—? el
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ne cessera point de 1'étre lorsqu’on mettra au lieu de z la quantité : y(lﬁ) ;

V2

cette substitution donne

VT = (%) /_0:0 e‘yz‘/__ldy = L%_j/ (cosy2 - \,/—_lsiny2)dy

Ainsi la partie réelle du second membre de cettre derniére équation est /7, et
la partie imaginaire est nulle. On en conclut

\/27r:/c0sy2 dy+/siny2 dy, et 0:/cosy2 dyA/Siny2 dy

ou
o0 o0
/ cosy2dy=g:\/§, / siny2dy:h=\/§
—00 -0

1l ne rest plus qu'd déterminer, au moyen de équation (a)F et (b)F, les valeurs
o0 o>

des deux intégrales / cosy? cos2by dy, / siny? sin2by dy. Elles seront
—-00 —0
ainsi exprimées :

o> o0
A= / cosy? cos2by dy = hsinb? + gcosb?, B = / singy® cos 2by dy = hcosb? — gsinb?.
— 00 — 00

On en conclut

0o 2 2 o0 2 2
/ cosy? cospz dp = 1(cosz— +sini—), / siny? cospz dp = 1(cosz— —sini—)
o 2t 4t 4t . 2t 4t 4t

écrivant sin 7 ou cos 7 au lieu de \/g ,

o0 2 o0 2
(1) /_oocosy2 cospz dp = \/g(sin (% + Z—t), (2) /_oosiny2 cospz dp = \/gsin (% - %)

(8, 9 407,pp.481-2]

9 408. On aura donc, pour exprimer une fonction quelconque des deux variables z et y,
I’équation suivante :

(BB)r flz, y)= (2—17‘_)2/::da/_(:f(a, ﬁ)dﬂ/_o:ocos p(z — a) dp /_Zcosq(y—ﬂ) dq

On formera de la méme maniere ’équation qui convient aux fonctions de trois variables, savoir

on a

R S )= (5) [ o[ a0 [ e 5

X / cos p(z — a) dp / cosg(y — 8) dq/ cosr(z — ) dr

—00

9§ 409. (To make v = u+ W by integral of (z, y) and ¥(z, y)).

) . . v v 92
Par exemple, I'équation différentielle étant (c)p : — = — + —v, on veut
ot? ox? = Oy?
connaitre la valeur de v, fonction de z, y, t et tell :
1. qu'en supposant ¢ = 0, v ou f(z, y, t) devinne une fonction arbitraire
e(z, y) de z, y;
2. qu’en faissant ¢t = 0 dans la valeur de % ou f'(z, y, t), on trouve une
seconde fonction entierement arbitraire ¥(z, y).
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Nous pouvons conclure de la forme de 1’équation différentielle (¢)r que la
valeur de v qui satisfera & cette équation et aux deux conditions précédentes sera
nécessairement l'intégrale générale. Pour découvrir cette intégrale, nous donnons
d’abord & v la valeur particuliere v = cos mt cos pz cosqy. La substitution de
v fournit la condition m = /p? + ¢2. Il n’est pas moins évident que I’on peut

écrire v = cos (z — a)p cos(y — B)q cos ty/p? + ¢2 ou encore
7 :/da/F(a, 5)dﬂ/cos plz — o) dp /cosq(y—ﬁ) cos t\/p? + q2 dg

quelles que soient les quantités p, ¢, «, 0§ et F(a, §), qui ne contiennt ni z, ni
y, ni t. En effet, cette derniére valeur de v n’est autre chose qu'une somme de
valeurs particulieres.

Si ’on suppose t = 0, il est nécessaire que v devienne p(z, y). On aura donc

o(e, v) = [da [ Fa, 95 [cos pa—a) dp [cosaly- ) da

Ainsi la question est réduite 3 déterminer F(a, () en sortevque le résultat
des intégrations indiquées soit ¢(z, y). Or en comparant derniére équation a
I’équation (BB), on trouve

1 2 o0} X o o0
p(z, y) = (g) / da/ pla, ﬁ)dﬁ/ cos p(z — ) dp / cosq(y — ) dg
—00 — 00 —00 — 00
Donc l'intégrale sera ainsi exprimée :
9 oo 00 oo 0
v = (%) / da/ ola, ﬁ)dﬂ/ cos p{z — «) dp / cos gy — B)cos t\/p2+ ¢® dg

On obtient ainsi une premiére partie u de Vintégrale ; designant par W le seconde
partie, qui doit contenir 'autre fonction arbitraire ¥(z, y), on aura v = u+W, et
Von prendra pour W Dintégrale [ udt, en changeant seulement p en 1. En effet,
u devient égale & ¢(r, y) lorsqu’on fait t = 0 ; et em méme temps W devient
null, puisque !'integration par rapport a t change le cosinus en sinus. De plus, si
I'on prend la valeur de %% et que 'on fasse ¢t = 0, la premiére partie, qui contient
alors un sinus, devient nulle, et la seconde partie devient égale & ¥(z, y).

Ainsi I'équation v = u + W est U'intégrale compléte de la proposée. 8, 5
409, pp.483-5]

6. POISSON’S HEAT THEORY IN RIVALRY TO FOURIER

6.1. Mémoire sur la Distribution de la Chaleur dans les Corps solides (58], 1823.
Poisson [58] traces Fourier’s work of heat theory, from the another point of view. Poisson
emphasizes, in the head paragraph of his paper, that although he totally takes the different
approaches to formulate the heat differential equations or to solove the various problems or to
deduce the solutions from them, the results by Poisson are coincident with Fourier’s. cf. fig.1.

ASEREL LS L 2R, BMIT 1812 €12 Fourier KIZT S =2 LDE—
MOBEOE - TETH-T-, BRHFLIELRAIRE SNALBEERES : 3o
X EELTRAL B BB R 2B/ T 20O OEEL -T2 BIIH
DIZRDBE SV, e L TEF-LTOREMBCEL T, ROFRRIXFOER
% Fourier KB L7=b D &L —K$TH, L, Zo0RCTHBERDOITFNIETE,
iR s, (1) BOBSFERZERLTH70, (2) FROEHRLIEZ D Ex OFEORE
215278, Fourler K & 13 2EMICER A FEETW 7o) 57, [68, pp.1-2]

La solution de ce probléme général se diverse naturallement en deux parties :
e la premiere a pour objet la recherche des équations différentielles du mou-
vement de la chaleur dans I'intérieur et preés de la surface du corps ;
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e le seconde, qui n’est plus qu’une question de pure analyse, comprend 'intégration
de ces équations et la détermination des fonctions arbitraires contenues dans
leurs intégrales, d’apres I’état initial du corps et les conditions relatives & sa
surface.

1l semble, au premier coup d’eil, que la premieére partie de notre probléme ne
doit présenter aucune difficulté, et qu’il ne s’agit que d’appliquer immédiatement
les principes de physique que nous venons de rappeler. [58, p.4]

Poisson points out the various difficulties of Fourier's applying to the physical problems :

En adoptant celle qui réduit la spheére d’activité de ce rayonnement & une
étendue insensible, j’ai formé I’équation différentielle du mouvement de la chaleur
dans l'intérieur d'un corps hétérogéne, pour lequel la chaleur spécifique et la
conductibilité varient d’une maniere quelque d'un point & un autre. Dans le cas
particulier de I’homogénéité, cette équation coincide avec celle de M. Fourier a
donnée la premier dans le mémoire cité, en la déduissant de action des élémens
contigus du corps, ce qui n’a pas paru exempt de difficulté. Outre cette équation,
comme a tous les points du corps, il en existe une autre qui n’appartient qu’aux
points de la surface supposée rayonnante, et que M. Fourier a également donnée.
[58, p.6] ( Italics mine. )

6.1.1. §2, Distribution de la Chaleur dans une Barre prismatique, d’une petite épaisseur.
Poisson [58] considers the proving on the convergence of series of periodic quantities by La-
grange and Fourier as the manner lacking the exactitude and vigorousness, and wants to make
up to it.
Dans le mémoire cité dans ce n.°, j’ai considéré directment les formules de
cette espece qui ont pour objet d’exprimer des portions de fonctions, en séries
de quantités périodiques, dont tous les termes satisfont & des conditions données,
relatives aux limites de ces fonctions. lLagrange, dans les anciens Mémoires de
Turin, et M. Fourier, dans ses Recherches sur la théorie de la chaleur, avaient
déja fait usage de sembles expressions ; mais il m’a semblé qu’elles n’avaient point
encore été démonstrées d’une maniére précise et rigoureuse ; et c¢’est & quoi j’ai
taché de suppléer dans ce Mémoire, par rapport & celles de ces formules qui se
présentent le plus souvent dans les applications.  [58, 928, p.46] ( Italics mine.

)

6.1.2. §3, Distribution de la Chaleur dans un Anneau homogéne et d’un épaisseur constante.
939 (what is called the Poisson’s kernel)

w= Z/ [/ cos(y — )z - oy + 2nl)dy] e ¥t gy
0

—00

We suppose y + 2nl = 1/, then

e—bt oo 00 , , , g2
U_TZ/O (/_mcos(z—a:)z-go(x)dm>Ze dz

where 1+2 ) cos2nlz = Z, Regarding that 1+235"(1—¢)™ cos 2nlz converges on Z with respect
to g, where g assumed positive and as small as possible.

2g — ¢
1+2) (1-g)" cos2nlz = .
+ Z( 9)" cos2nlz 1-2(1—g) cos2lz+(1—g)? o

where, 1 — g = r, then
1-72
1-2r cos2lz+ 72

142 " cos2nlz = (65)
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(64), namely (65) is what is called the Poisson’s kernel. For the limit equals zero and infinite, it
is necessary that 21z = 2inr + 2. Z = 52%&,—)5.

—bt ® ! - 2,22 /
N p i s —a‘tmy gdz
U= ;:1 [/_l cos(s’ — 1) - 7 ~p(z )dz} exp — 5 / P
Replacing ¢(z') with fz', where, fx' is determinated from the initial state of the annul.
—bt —bt 0 H : 24.-2:2
—a“t
u= 67 fo'ds’ + T i§=1 (/_lcos(:c’ -x)- % ‘f:c’d:c’) exp GTM

6.1.3. §5, E quations différentielles du Mouvement de la Chaleur dans un corps solide de forme
quelconque.

Poisson proposes the different and complex type of heat equation with Fourier’s (a)p. For
example, we assume that interior ray extends to sensible distance, which forces of heat may
affect the phenomina, the terms of series between before and after should be differente.
947 ( Heat equations by Poisson )

On aura enfin

du o/ Pu  dPu dPu
(@p G =a (dﬂ i " d—zf)
pour ’équation différentielle du mouvement de la chaleur dans l’1nter1eur de la masse du corps
que lon considere.  [58, 947, p.82]
948.

(66)

.

Cette équation a déja été donnée par M. Fourier, qui I’a déduite de considérations
différentes de celles que nous venons d’employer. On doit remarquer que sa
forme est subordonnée au mode de communication de la chaleur que nous avons
supposé : si 'on admettait, par exemple, que le rayonnement intérieur s'étendit
4 des distances sensible, dont la grandeur piit influer sur les phénomenes, il
faudrait prolonger le développement de u' — u, suivant les puissances et les pro-
duits de 2/, 3/, 2/, au-deld des termes auxquels nous nous sommes arrétés ; d’ott
il résulterait, pour le seconde membre de 1’équation (a)p, une autre forme qui
serait plus compliquée que la précédente. [58, €48, p.82]

(Dr k() +otu-0 =0 (67)
58.

En substituant actuellement cette value de % dans I’équation (f)p (67), de-

vient
du Y du

d /
(p k(rg +X g+ X g) ~ =0 =0 (68)
Cette équation, importante dans la théorie de la chaleur, est due a M. Fourier, qui
la donnée en en omittant la démonstration, du moins, dans le cas général d’un
corps de forme quelconque. Elle aura lieu pour toutes les parties rayonnantes de
la surface :
e si le corps est homogene, et que sa surface ait par-tout 4! le méme degré de
poli, les deux coefficients k et -y seront constans ;
e si, au contraire, le corps est hétérogene, et que sa surface n’ait pas dans tous
les points la méme faculté de rayonner, ils varieront d’un point & un autre,
et devront étre données en fonctions de z, y, 2
[58, 958, p.102] { Italics mine. )
Poisson concludes on this question, priding himsellf on the originality of proof and defending
himself on the lack of exactitude :

41sic., partout.
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IOEZRFNCHENAFELOT, O BVHEATLOREYN, ThiCk-oTRETO®Y,
TR (p FFBVETVD, LhL, ZIELRY HFEIBRISE2ET0TICLTVS
RIBWTEMIE2EMIZEE L TWiwy, ThilZ 0B xBERAOBEL 2. 0%
ADRAEIZ - THIRT 2RBEHICAN > T IENL T O X D ICHRRIC - o FE, T,
TEhn=, ROTEEICE L TETORMEZBMEZEHICZ-T=08 L] &)
o Thd, FOHAER., EXThE2E 0, MEOEEILH L X2V ELTS,
EXLNDHLPHBHRHHICE > TRROFEE AW 6 THD, [58, 61, p.112]

6.2. Second Mémoire sur la Distribution de la Chaleur dans les Corps solides [61],
1823.
Poisson introduces two methods to distinguish the root of a transcendental equation :

968.

Les deux méthodes étant exactes, et leurs résultats devant coincider, on est
porté & conclure de leur rapprochment que ’équation (d)p n’a pas de racines
imaginaires ; mais on n’a aucun moyen de s’en assurer d’une équation tran-
scendante sont toutes réelles. Fuler a démontré que les équations sin z =
0, cos z =0, n’ont pas de racines imaginaires : d’ailleurs on s’assurer aisément,
a I’égard de ces équations fort simples, que 'on n’y peut pas satisfaire en prenant
z = p+ gv/—~1, & moins qu’on n’ait ¢ = 0 ; mais il n’en est pas de méme ; dés
qu’il s’agit d’une équation transcendante un peu compliquée ; et d’un autre coté,
les reegles que les géometres ont trouvées pour s’assurer, & priori, de la réalité
de toutes les racines d’une équation donnée, ne conviennent qu’aux équations
algébriques, et ne sont point applicables en général aux équation transcendantes.
En effet, ces régles se réduissent a deux :

e 'une est celle que Lagrange a donnée, d’apres la consideration de I’équation
auzx carrés des différences ; équation que 'on peut regarder comme impos-
sible & former, dans le cas des équations transcendantes :

e lautre regle se déduit de ’ancienne méthode proposée pour la résolution des
équations numériques, et connue sous le nom de méthode des cascades ; en
voice ’énoncé le plus général.

[61, pp.381-2]

Poisson explains the méthode des cascades as follows :

Soit X = 0 un équation quelconque dont 'inconnue est x ; désignons, pour
abréger, par X', X”,---, les coefficients différentiels successifs de X, parrapport
4 7 : sile produit X X" est négatif en méme temps que X’ = 0, que le produit
X'X" soit négatif en méme temps que X” = 0, que X" X¥ soit négatif en
méme temps que X" = 0, et ainsi de suite jusqu’a ce qu’on parvienne & une
équation X () = 0, dont on soit assuré que toutes les racines sont réelles, et
qui soit telle que la condition X1 X(+1) nggatif pour toutes ses racines soit
aussi remplie, il sera certain que 1’équation proposée X = 0 n’a de méme que des
racines réelles ; et réciproquement, si’on parvenient & une équation X (@) = 0, qui
ait des racines imaginaires, ou pour laquelle le produit X @1 X+1) goit positif,
I'équation X = 0 aura aussi des racines imaginaires. [61, pp.382]

BB, X =085 n ROKFFEXTHHEE. n— 1 FOWMS THRIZER U220
XD =0 L 250), FABKTHDENLE . £ORBORR PRI BRIEA A
RO ZOHRRTHD, LrL, X = 0MEEOBEFENTHY, X' =0, X" =0,
REODHFEXZRZOFOREERH L2 TOIREXTH S ; TN TEORAT L IIRE
KR 259, 2 &b, BOTHEREBG., JOFBXOREN—1EY TR,
ETORPERHTHDLHG0>T 5 LE57%, sin =0 &dcos =0 M THERIR
TWA5BETHD, [61, pp.382)

Il est & remarquer que lors méme qu’on aurait prouvé, d'aprés, la forme ou
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quelque propriété d’une équation transcendante X = 0, que ’on a X X" négatif
pour X’ = 0, X' X" négatif pour X" = 0, X" X® négatif pour X" = 0, et ainsi
de suite jusqu’a l'infini, on n’en pourrait pas conclure que cette équation X =0
n’ait pas de racines imaginaires. [61, pp.382-3] 42

Here, Poisson puts a very simple example :

X =e"4be* =0 (69)

where, we assume a > 0 and b : an arbitrary, given quantities. The equation of an arbitrary
degree with respect to ¢ is also

X0 — o 4 et = = XU _pgi-l. (1 —a) =0, x G+ — pgt . e“(a—1) =0,

= X(i—l) . X(i+1) _ 4ba2i_1 . eZaa:(l _ a)2 =0

Finally, Poisson concludes : the transcendental equation of example (69) has numberless imagi-
naries : if b < 0, (69) has only real root, and if b > 0 no root.  [61, pp.383].

G.Darboux comments if b < 0, (69) has only real root, it is true, however, Poisson doesn’t
put the case of b=0. cf. Chapter 8, Table 4.

7. POISSON’S ELASTIC MECHANISM : Mémoire sur ’Equilibre et le Mouvement des Corps
élastiques [66], 1829

Poisson [66, pp.367-8]) remarks the same problem in the elastic solid.

Lorsque j'ai intégré ces équations pour de déduire les lois des vibrationa sonores,
j’al exprimé les intégrales par des séries de solutions particulieres de chaque ques-
tion, ainsi qu’il a été dit plus haut. Les coefficients de ces séries ont été déterminés
en suivant la méthode que j’ai déja employée dans un autre Mémoire, et dont
les applications diverses, que l'on trouvera dans celui-ci, montreront toute la
généralité et I'uniformité. Un avantage de cette méthode, est de fournir en méme
temps un moyen de démontrer la réalité de toutes les racines des équations tran-
scendantes, d’ou dépendent les coefficients du temps sous les sinus et cosinus,
suivant lesquels les séries sont ordonnées ; ce qu’on pourrait d’ailleurs conclure
de l'état d’équilibre stable dont les corps vibrant sont écartés.(Footnote) [66,
pp.366-7]

Poisson’s footnote of this paragraph is followed, which remarks about the transferrence of the
algebraic equations to transcendeltal equations :

2 3 ot
oz e T (70)

B A& A O8R4 2 M CRRO TR RBRC R O Ruc b, £ L THRED
TR ORI Z EOFERIZEDN AR, TN HIXEETH2>ADETH D, bbb
WAHRBEOTL2MTHAENERIN, MLLOFETHAHIIBE N EEPTORED
EDERIN OB ENERINS, .

FTET, REDLRD LN HAEEFURZF -2 VEBEAFEICERT Lt —
BECHRR VR OWTHEBRRIBEN b o, T, BT IHEIZOVTOHS
#il% %137-, ( Journal de PEcole Polytechnique, 19¢ Cahier, page 382 ), 43 =5 0#E|
. ETORBERTH D Z LD TV B HERE H A KD REROMI 2 BEL TV
%, TNLIEER, LT L2523 5EAT, 2 OREZEOMBIIHTL 258K (70)
LT RETHD ; 12hh, BRAKEATIECL T, #4855 - KRIFBANLEXR
LEIETHLDEALEDLRVERIZETHZ LD, AUED sint =0, cosz =0
ERRTAIFENICEL T, FIHBEESTOILOSHEEETCR L THA D &, FELD

1—z+
(

42psisson conjuctures the defect of proof in the case of series consisted of exact differential. ¢f. Chapter 8.2.
43poisson [63], JEP 12 (1823), 405-509. There is a gap of citation of pages.
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O LD FETEREZIT L IR, RO OBSHMETEL D YALRMBECELTY
xR — B L TWRWES S, (66, pp.367-8]

8. POISSON’S REFUTATION TO FOURIER’S DEFECT

There are many papers relating to the publishing in the rivalry between Poisson and Fourier.
cf. fig.1.

8.1. Note sur les racines des équations transcendantes [69], 1830.

Poisson issued “Note sur les racines des équations transcendantes”, [69] in 1830, in which he
points out Fourier’s defect of description of the roots of transcendental equations in “Théorie
analytique de la chaleur”, (8, p.335] issued in 1822. Fourier may be felt hurt by this problem
with Poisson, and moreover, it seems that such collisions in opinion disturb to evaluate Poisson
of today.

Fourier X WF AL, BFFEHPREGFTBEXTEROEFELX ML IDICA 2T - HAI%
BEFERXICLERAL TS, Jtx., De Gua DEBIIH V> cascades D HiEX KL T3,
HHEBORBEOREFEOBRNPETER THLIEFHABHKIEIM- T, BEHFEL
DHETHLR LA S LD EEZ TV, ROBSHAIZETIE 2RI TEOERIT
Wk T 2 E I IRRA BV KREE VL, [69, pp.90-1]

Fourier KiZ Z DR EASIZEZ T [ABHENLRERZBRRTWARW] EEHI N, FhiEs

O EIUL Fourier K& TR LA, £ LTHEBEF B E-TEOEFENBTH&ICL -

LIE2TWBDE, LaL, £0%, WA, Hid, RCREGERPEL, BEE2HE

ELTWAEbHARWEEL L, BuymiciT 2 B RANEREL R FEFOFN

THALLY LBRLTHVAVRCHICIRNABELZB T -nE Eh0r, ¥ (69,

p.91]
Poisson’s description is mismatches with Fourier. In 1830, Fourier remarked, taking ’another
principles’ and devoting himself entirely ’several years’ to improve further the method of De Gua
and Roll. cf. Chapter 9.3 919. Poisson [69] states this contradiction in the case of transcendental
equations as follows : we assume a, b given constants, z € R,

X= & —be*® =0 (71)
X dntlx drtex
o = ¢® - ba"e™®, dl_ﬁ+1 — % _ ban+lea2:, Rt = - ban+2€a2:’ - (72)
Here it satisfies by Fourier’s proposition :
drtlx
dzntl 0, or e€—ba"te® =0 = ¢°=ba"1e® (73)
Then from (71) and (73), two expressions reduces into :
at X
() = o —ba"e™ + % = —pa"e®® + ba" e = -b(1 — a)a"e™™ =
s
KD ¢ d X d™2X
o — ban+leaz A ban+2beaz: — b(l _ a)an+lea2: = T g — _b2(1 - a)2a2n+162a:c
(74)
"X
45 This is negative for all real values of z € R. From (71), we get T = e —ba"e®™ =0
s
log ba™ n
= = c1>g a. Finally, he deduces an imaginary root of the real part : z = l—"f_b% and the
~-a
infinite imaginary part : z = %’"Tgi, meZ or0, i=+-1.

4.1, Fourier [23, p. 127]
45¢f. Fourier’s citation : (79).
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Donc toute racine réelle de équation intermédiaire ‘%ﬁ% = 0, étant substituée
dans les deux équations adjacentes ‘g;f =0et ‘g;—ﬁé = 0, donnera des results de
signe contraire; donc d’apre la régle de M. Fourier, 1'équation e* — be®* = 0,
et toutes celles qui s’en déduisent par différentiation, devraient avoir toutes
leures racines réelles; et, au contraire, chacune de ce équations a une seule

racines réelle et une infinité de racines imaginaires, comprises sous la forme :

log ba™ + 2imv/—1 L. . )
T = gl—’ where 7 désignant le rapport de la circonférence au
—a
diametre, et i étant une nombre entier ou zéro. -+~ Javais pensé que les
équations transcendantes semblables 3 celle-ci 46
2 3 4
z z z
1-z+ - + —--=0 75
@7 Gy @y (79)

pourraient étre assimilées aux équations algébriques, & cause de I’accroissement
des dénominateurs qui permettrait de négliger les termes d’un rang trés-éloignés
47 Mais en y réfléchissant de nouveau, j’ai reconnu que cette considération ne
serait pas satisfaisante.*® En effet, I’équation différentielle de Pordre n serait,
dans cet exemple,

T .’132 233

— + — + ..
l1n+1 1-2-n+1-n+2 1-2.3-n+1-n+2-n+3
or, quelque grand que soit 7, on ne pourrait pas la réduire a ses premiers termes,

parce que les valeurs de = qui s’en déduisent sont aussi trés-grandes et compara-
bles & n. [69, pp.92-5]

=0

8.2. Mémoire sur les équations générales de l’équilibre et du mouvement des corps
solides élastiques et des fluides [70], 1831.

After Poisson [68],49 continuously, Poisson appends his opinion about proof of exact differential
in the last pages of [70, pp.173-4]. His conjucture is based on the preceding analysis in [61,
pp.382-3]. cf. Chapter 6.2.

The proof of the conservation in time and space of an exact differential was discussed by
Lagrange, Cauchy, Stokes, and others. The herein-called “Poisson conjecture” in 1831, cited in
the Introduction as one of our main motivations for this study, It had its beginnings with the
incomplete proof by Lagrange [38]. However, thereafter, Cauchy [5] had presented a proof as
early as 1815, while Power [73] and Stokes [76] had tried by other methods.

To date Cauchy’s proof is still considered to be the best. Poisson concludes the proof is defect,
and even the equation made of tenscendentals satisfy with exact differential at the original time
of movement, the equations satisfy no more with it during all the time:

Je terminerai ce mémoire par une remarque propre a rectifier, sur un point
important, une proposition admise, jusqu’ici, sans restriction.

Les équations différentielles du mouvement des fluides deviennent plus simples,
comme on sait, lorsque la formule udz+vdy+wdz est la différentielle exacte d’une
fonction des trois variables indépendantes z, y, 2, qui peut, en outre, contenir le
temps ¢t. Or, on admet que cette condition sera remplie pendent toute la durée
du mouvement, si elle se vérifie 4 un instant déterminé, par exemple, & l'origine

2
46This series are similar to the transcendental equations : e or e , what we know, the following formulae, :

2 3 4 4 6 8
x x x _g2 x x x
e T =1-x2+

CIEARCICRRCIER @)~ )7 @

ef=14+z+

47Mémoires de I’Académie, tome VIII, page 367. sic. Poisson [66]
“BFourier points out Poisson’s withdrawal of this expression (75) in Fourier [23, p.126].
49This note’s accepted date is signed as Lu : 2/mars/1829.
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du mouvement.

Mais la démonstration qu’ on donne de cette proposition suppose que les values
de u, v, w, doivent satisfaire non seulement aux équations différentielles du
mouvement, mais encore a toutes celles qui s’en déduisent en les différentiant par
rapport a t; ce qui n’a pas toujours lieu & 1'égard des expressions de u, v, w,
en séries d’exponentielles et de sinus ou cosinus dont les exposans et les arcs
sont proportionnelles au temps ; et la démonstration étant alors en défaut, il
peut arriver que la formule udr + vdy + wdz soit une différentielle exacte a
l'origine du mouvement, et qu’elle ne soit plus & toutes autre époque. Nous en
donnerons des exemples et nous développerons davantage cette remarque dans la
applications que nous ferons par la suite, des fomules de ce mémoire a différentes
questions. Les expressions de u, v, w, dont il s’agit, satisfont aux équations
différentielles relatives & l'intérieur et la surface du fluide en mouvement; et y
déterminant convenablement les coefficiens des exponentielles et des sinus ou
consinus, elles représentent 1’état initial et donné de toutes ses molécules; et
les séries qui en résultent étant d’ailleurs convergentes, cela suffit pour qu’elles
renferment la solution du probleme, quoiqu’un de leurs caracteres particuliers soit
de ne pas toujours satisfaire aux équations qui se déduisent de celles du probléme
par de nouvelles différentiations.  [70, 973. pp.173-4] (Italic mine.)

9. FOURIER’S DEFENSE AND ENHANSEMENT OF HIS THEORY

9.1. Mémoire sur la distinction des racines imaginaires, et sur l’application des
théorémes d’analyse algébrique aux équations transcendantes qui dépendendent de
la théorie de la chaleur [21], 1827.

In 1824, Fourier [21] examined various roots of real or imagibnary root for practical heat
problems. In his title, he seems to emphasize the qui dépendendent de la théorie de la chaleur.
Namely he considers it is the roots depending on or relating to just the heat theory. And he
assures, according to our demonstration, all the roots are reals.

Les coefficients k, ¢, d représentent respectivement la conducibilité de chaleur,
la densité; X est le rayon total de sphere, T est la rayon de la couche sphérique
dont on vent déterminer la température v, et t mesure le temps écoulé depuis
I'instant ou le refroidissement commence, jusqu’a l'instant ol la température
prend la valeur désignée par v. |21, p.613-4]

Nous avons rapporté plus haut la solution que l'on trouve en intégrant les
équations du mouvement de la chaleur dans la sphére ; mais nous avons réduit
cette solution au cas ol la surface est assujettie dans tous les points & une
température constante zéro. On a vu comment la formule ainsi réduit saccorde
avec le théoréme général que I'on vient de démontrer. On peut aussi considérer
les cas plus général ol la chaleur du solide se dissipe a travers la surface dans un
milieu dont la température est constante. On attribuera au coefficient qui mesure
la conducibilité extérieure une value déterminée H, et 'on aura pour exprimer
les températures variables du solide I’équation suivante :

o0 —L"
Z sin(n;z e o / da aFa sin(n; a) (76)
et X——sm(2 n; X)
mX . H
2)r o X~ 1- X (77)

Les quantités x, v, t, k, ¢, d, ont la méme signification que dans 'article
précédent. Le coefficient H exprime la conducibilité de la surface relative au
milieu dont la température constante est zéro. La fonction F,, représente, comme
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nous lavons dit, le systéme des temperatures initiales. L’équation (2)r donne
pour la valeur de n;, une infinité de racines, et nous avons démontré plusieurs fois,
soit par le calcul, soit par des considérations propres a la théorie de la chaleur,
que toutes ces racines sont réelles ; la température variable v est la double de la
somme de tous les termes dont la valeur est indiquée. [21, p.622]

Here, (76) comes from (52). And (77) comes from (51).

9.2. Mémoire sur la théorie analytique de la chaleur [22], 1829.

In 1829, Fourier published *Mémoire’ [22] using the same title with [8] .
9 1. Objet de la question, formule qui en donne la solution. (The object of the problem, the
formula which gives the solution.) Fourier says : I don’t talk about here the fundamental
problems of heat equations. There were several years since the equations did a service to the
calculation. We are doubt that the mathematic analysis apply this genre of phenomina. :

IORITITEME L TAERICENT-BTOLLMBOME 525 LiIld D, Z 0K
HRILCH PSR T LRI EBDONE, #A2 L, FIDOEHSHE OB TR
B OV TELNZFEERAL T ENLTHS, HEDBRBEORBEIZ OV TEEICZ
OFREF TR B TESHE, CORRBELERERRGATHS, L, JORELH
5, TOEDIIRESCEHLCTRERTEZDILNMLELERLIEL, ORI TRLE
FRBILEGTLOMRET E EEAICEERH D, [22, p.58]]

LT T CREROAZHEMBEICI LR Db D IER LTV, Thb (BR) 28k
WHBILHE LN TWAEWE S, b LEESRLE I L LTV, £ DOATRFNRG
WRZ ORGEMIZE TRATIVONE D, BRI FERXOFES TR EARICHARETH
NEEZARIIRETHN., HEFEIORATHZ EN@E 2O LT TEBZELD
TV, ERWLEENLH LRSS R TRIE< AL TEY, ot (BR) 1T
ZLOFEME - EENOLHERIN TS, [22, pp.581-2]

FATEBRICHF - HEORE B2 52 L 2 RET 5, FOMFIRIIIAIARITR &
EZHLOTHY., HONTEREMAIEHEEX 5, HOEKROMEEINSEHORL2S =
SOBET, AL LOHBVIEEI TRVWLD L TEZ AEBOBUILEMIC KA X
NBELOTHED o TV, FHROVIFRIEIEXONDbDE L, FHILE 3 oK T
FKb{, BOEBCEHT MO FEXOESBEA LN, F0k), BORMEEO =20
Bz atrbnsied: Blb, BECHNHEZRTLOLEHE OBV BV
AmTHEzoh, BT rREBERTEETHS. (22, p582)

il

2N t ,
W Vi Zit+ —Ze“ztlsin(i:c) cos(iw)(f0+/ dr f'r e)
() () im1 1 0

w— 2 i —i2t1 . . t 7 itr
+ | - )—E;e ;sm(zz)(<p0+/(; dr¢'re )
2 & 2 bt
= 8% g PR
+ - E e sm(z:c)/(Z dr Yrsin(ir) (78)

i=1

x désigne la distance d’un point quelconque m du solid & sa premieére extrémité
0, t est le temps écoulé & partir de I'état initial, V; exprime la température du
point m apres le temps ¢ ; la distance de la seconde extrémité w a l'origine o
est présentée par le nombre w ; les fonctions du temps ft, ¢t arbitraires, elles
expriment respectivement les températures variables des deux extrémités o et @™
du prisme. La troisieme fonction arbitraire ¥z qui affecte la distance variable
z d'un point intérieur & Pextrémite o, représente le systeme des températures
initiales. [22, pp.584]

In reply to Poisson, Fourier discusses this problem in [21, 22]. We cite [22].
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MEBS T EHERERTS I T B - RO E R Y L 38 5 4 (Poisson) 0B RICLEET A E
REREDD, ENTIORADLIOHROFTERERR L, Ll ZORME
HEERZEES LRI TV ARVEE, RENLERICERRFHEA T, Z0OBEAFREADE
REESEIIHEMI DIV EV o7, BEEZT TR LELVESIT20T, 4
e RAARRETIEFTICEED LI, E2E2E. ZOFBRIKHHOEFNE
HMIHICR<HMLNEEREL, 5, $BRLAELOT, FOEHIFNLEIHTZHLM
ZHALEMBRIC NS,

L’application que j’ai faite de cette analyse a donné lieu ( 19¢ Cahier de PEcole
polytechnique, page 382, 383 ),52 a des objections qu’il m’avait paru inutil de
réfuter, parce qu'aucun des géometres qui ont traité depuis des questions ana-
logues ne s’arrété a ces objections : mais comme je les trouve reproduites dans
le nouveau volume de la collection de nos Mémoires ( tom. VIII, nouveaux
Mémoires de ’Académie des sciences, Mémoires sur Uéquilibre et le Mouvement
des Corps élastiques page 11 ),53 cette réputation est devenue en quelque sorte
nécessaire, je ai donc insérée dans un article du présent Mémoire. Elle a pour
objet de prouver que I'exemple cité par M. Poisson ( I'Ecole polytechnique, 19
Cahier, page 383 ), en alléguant que dans ce cas I’application du théoréme serait
fautive, donne au contraire une conclusion conforme a la proposition générale.

L’error de objection provient, 1. de ce que ’auteur ne considere point le nom-
bre infini des facteurs égaux de la fonction €%, ou (1 + )", ol le nombre n est
infini; 2. de ce qu’il omet dans 1’énoncé du théoréme le mot réel, qui en exprime
le véritable sens. (Voir Théorie de la chaleur, page 373, et aussi page 380, art
312.) (22, pp.616-7]

FHDBVIL2ANGAEL D, 1 AHITEF (Poisson) BBEK e H2 WV (14 £)™(Z
T n iER) I OWTOEEOZE LVWET2LAREZEJ/ L VW AWnE, 2 SHIXIEEROT
BRT, 'real VWV H5EN REO] LW EKREETEVIHEELERTWEE, M

2z . T\
here, we have now the defined, well-known formula : e* = Z — = lim (1 + H) .

Art. 312 is as follows:

Pour connaitre entierement la nature de la fonction f(6) , et celle de I'équation
qui donne la valeur de g, il faudrait considérer la figure de la ligne qui a pour
équation : y=1-6+ g; - 53%7 et qui forme avec I’axe des abscisses des aires,
alternativement positives ou négatives, qui se détruisent réciproquement ; on
pourrait aussi rendre plus générales les remarques précedentes sur 'expression
des valeurs des suites en intégrales définies. Lorsqu’un fonction d’une variable z
est dévelopée selon les puissances de x, on en déduit facilement la fonction que
représenterait la méme série si 'on remplagait les puissances z, z2, z°, ---,
par cos, cos2z, cosdz, ---. En faisant usage de cette réduction et du
procédé indique a lart. 235, on obtient les intégrales définies équivalent a des
séries données : mais nous ne pourrions entrer dans cet examen sans nous écarter
beaucoup de notre objet principal. Il suffit d’avoir indiqué les moyens qui nous

501t may be Fourier [21], which proposed in 1824, the time appeared in the bottom of [21, p.617].
5Lcf (23, p.127]. In this paper Fourier cites his papers :
J’ai publiés, il y a plusieurs années, dans un Mémoire spécial ( Bulletin des Sciences, Société
Philomatique, années 1818, page 61, et 1820, page 156.)  [23, p.127].

52poisson [66, pp.367-8]. Fourier’s citation of pages 382-3 are same with the pages 367-8 by Poisson. cf. We
show the pages 367-8 in above [66, pp.367-8].

53poisson [66], pp.357-355. The page 11 corresponds to 357+10=367. cf. Footnote of p.367.

541n 1824, Fourier [21], published in 1827, examined various roots of real or imagibnary root for practical heat
problems.
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ont servi & exprimer les valeurs des suites en intégrales définies. Nous ajouterons

seulement le développment de la quantité 6%(6%2 en une fraction continue. (8,
pp-344-5]

9.3. Remarques générales sur ’application des principes de l'analyse algébrique aux
équations transcendantes [23], 1831.

In 1830, Fourier published the Remarques [23], which may be the last paper to Poisson in life,

after only 7 days since Poisson’s proposal [69], in which Fourier says : (Remark. We counter

and show the paragraph number instead of the article number, for the article number is none in
his paper. )
92

95

Pour resoudre la question du mouvement de la chaleur dans le cylindre solide,
j’al appliqué un théoréme d’analyse algébrique a 1’équation transcendante propre

“a cette question. M. Poisson n’admet point cette conséquence. 1l ne se borne pas

a dire que 'on n’a point encore publié la démontration de ce théoréme, en faisant
connaitre qu'il s’applique aux équations transcendantes ; il soutient que l'on
arriverait a une conclusion fausse si 'on étendait cette proposition a 1’équation
exponentielle ¢* — be?® = 0.  [23, p. 119]

M. Poisson a présenté, pour la premiere fois, cette objection dans le 19™¢
Cahier des Mémoires de ’Ecole Polytechnique (page 382). 11 ne citait point le
théoréme dont j’ai fait usage, mais une proposition tres-differente, puisqu'il y
omet une condition qui en est une partie nécessaire, et qu’il ne regardait point
comme sous-entendue. La réfutation aurait donc été pour ainsi dire auperflue :
mais le méme auteur a reproduit son objection plusieurs années apres, et c’est
alors seulement qu’il a cité la proposition dont il s’agit telle qu’on la trouve dans
la Théorie de la chaleur ( pages 372 et 373 ).5° [23, p. 120

Fourier’s respondents [23] to Poisson [69] after only 7 days, are as follows :5
q 10

X

£ =0 = =% — 2"

Pour établir cette conséquence, nous allons rappeler le calcul méme qui est
emplyé par 'auteur : et afin de rendre les expressions plus simples, sans altérer
en rien les conclusions que I’on en déduit, nous considérerons seulement ’équation
e® — e%*. Le lecteur pourra s’assurer facilement qu’il n’y a ici aucune différence
entre les conséquences qui conviennent a I’équation e® — be®®, a et b étant positifs,
et celles que 'on déduirait de I’équation tré-simple e — 2% = 0.

Ecrivant donc
X dt1X
dz™ T odgntl T T dgnt?
et posant ’équation ——_,:T‘fi';tzx =0, ou 2 — 2™ = 0, e = 0, on en tire la
valeur de e pour la substituer dans les deux valeurs de ‘g;ff et ‘5;—1?;. Par cette
élimination, on trouve
X gn g2 dt?x "X dv?X
dan ¢ ggni2 dzn  dgnt?
d"X  drt2X

Pon détermine la valeur du produit Pl e qui est —o2n+ledz 57 [ ayteur en

dn+2X

_ n+1 2z 2n+1_4x
= 2" e —2 €

. . L e Hx .
conclut que toute racine réelle de ’équation intermédiaire %F/}r_, étant substituée

558, pp.335-6, 9§ 308]

paragraph and underlying it.

57¢f. Poisson’s assertion : (74).
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n+2 2z
2Tt

(79)

56The following are devided into three parts of citation and underlying it by us, to be easy to see the one long



dans I’équation qui précede et dans cette qui suit, donne deux resultats de signes
contraires : c’est cette conclusion que 'on ne peut pas admettre.

En effet, si, la valeur réelle de z qui rend nulle la fonction intermédiaire
e® — 2"+2e2% réduit A zéro le facteur e® commun aux deux termes, cette méme
valeur de z étant substituée dans la fonction qui précede, savoir e — 2"e?®, et
dans celle qui suit, savoir e® — 2"+t1e2® réduira lune et l'autre & zéro. Les deux
résultats ne sont donc point de signes différents, ils sont les mémes. Pour que
I'un des résultats fat positif et I’autre négatif, il faudrait ne considérer parmi les
racines réelles de 'équation e* — 2"+1e?® = 0, que celles de ces racines qui ne
rendent point nul le facteur e®.  [23, pp.122-4] (Italic mine.)

Here, Fourier’s assertion is that if we assume the intermediate function %’;%)f— zero, then the
common term e = (. We substitute this same value for the two equations before and after of
this intermediate function, then have zeros which are the same sign each other as follows :

m+1 arx T _ on 2 _
X e —2"1eT ) = = LI 0 = 4, = @2 =0, (80)
dxn+l on+1 tzii,:‘:" X = €% — 2n+262z =0

Then both equations of (80) are zeros and have the same sign respectively. Fourier continues :

q11

Or il n’y en a qu’une seule, savoir la racine réelle du facteur 1 — 2"+1e® = 0.
Cette racine, qui rend e* égale a 2—,,1_F1—,58 donne certainement deux résultats de
signes opposés : mais 'application du théoréme ne consiste pas & substituer
dans les deux fonctions intermédiaires une seul des rasines réelles de 1’équation
e® — 27127 — () ; elle exige que I’on emploie toutes ces racines, et il est nécessaire
qu’il n’y ait aucunne de ces racines réelles qui étant substituée dans les deux
fonctions intermédiaires, donne deux résultats de signes opposés. C’est ce qui
n’arrive point ici ; car il y a, au contraire, une infinité de valeurs réelle de z,
dont chacune, étant mise pour = dans les deux fonctions intermédiaires, donne le
méme résultat, savoir zero. [23, pp. 123-4]

Fourier’s conclusions are for Poissin to have to admit the condition in Poisson’s example,
which indicates all the root are real, does not satisfy with Fourier’s condition as follows :

Toutes ces conséquences sont contraires aux principes du calcul. Au liew de
conclure que dans cet exemple cité le théoréme est en défaut, ce sont les expres-
sions de auteur, tome VIII des Nouveaur Mémoires de I’Académie royale des Sci-
ences,% il faut reconnaitre que dans cet exemple les conditions qui indiqueraient
que toutes les racines sont réeles ne sont point satisfaites. [23, p. 125] (Italic
mine.) ,

Fourier points out Poisson’s contradiction of two descriptions that Poisson asserts at first, an
equation (81) of heat in cylindrical corps, which satisfies with the problem, however, afterward,
he denies it in another paper : Poisson [69, p.95].

917

M. Poisson a pensé que la proposition énoncée plus haut, concernant les con-
ditions des racines réelle, ne s’applique point aux fonctions transcendantes, si ce
n’est dans des cas trés-particuliers ( 19¢™me Cahier de 1'Ecole Polytechnique, page
383 ) ; mais par rapport & ’équation déterminée qui convient au cylindre, il a
adopté successivement deux opinions différentes.

58From ® — 2"t =0 = € =

s
5poisson [66].
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e Dans le tome VIII des Nouveaux Mémoires de I’Académie des Sciences (
page 367 ),%0 aprés avoir affirmé de noveau que le théoréme dité serait en
défault si on l'appliquait & I’équation exponentielle e* — be?® = 0, il ajoute
que la regle convient cependant a 1’équation
22 23 4
(Z)FR 0=1—I+2—2—W+—(4'—)2— (81)
6lqui appartient & la question de cylindre.
e Le méme auteur a énoncé une autre conclusion dans un second écrit présenté
4 1’Académie ;52 il y rappelle qu'il avait d’abord pensé qu’a cause de I’accroissement
des dénominateurs, le théoréme s’appliquait & I’équation (2) pg, mais qu’en y
réfléchissant de nouveau il a reconnu que cette conséquence n'est pas fondée.
[23, p. 126]
Fourier asserts his fundamental status about the theorem of De Gua or method of cascade by
Roll.
T19

Quant aux principes que j’ai suivis pour résoudre les équations algébriques, ils
sont tres-différents de ceux qui servient de fondement aux recherches de Gua ou
a la méthode des cascades de Rolle. L’un et ’autre auteur ont cultivé Panalyse
des équations ; mais ils n’ont point résolu la difficulté principale, qui consiste
a distinguer les racines imaginaires. Lagrange et Waring ont donné les premiers
une solution théoretique de cette question singuliere, et la solution ne laisserait
rien & désirer si elle était aussi practicable qu’elle est évidente. J’ai traité la méme
question par d’autres principes, dont !’auteur de l’objection paralt n’avoir point
pris connaissance.83 Je les ai publiés, il y a plusiéurs années, dans un Mémoire
spéciel ( Bulletin des Sciences, Société Philomatique, années 1818, page 61, et
1820, page 156. ) (Italic mine)

g 20

J’ai eu principalment en vue, dans cet écrit, la résolution des équations algébriques
; je pense que personne ne peut contester ’exactitude de cette solution, dont
Papplication est facile et générale. En terminant ce mémoire trés-succinct, j'ai
ajouté que les propositions qu’il renferme ne conviennent pas seulement aux
équations algébriques, mais qu’elles s’appliquent aussi aux équations transcen-
dantes. Si j’avais omis cette remarque, j’ai donné lieu de croire que je regar-
dais la méthode de résolution comme bornée aux fonctions algébriques, propo-
sition entierment fausse : car j'avais reconnu depuis long-temps que les mémes
principes résolvent aussi les équations non algébriques. Je pensais alors qu'il
suffisait d’énoncer cette remarque. Il me semblait qu’en lisant avec attention la
démonstration des théorémes, on distinguerait assez facilement ce qui convient a
toutes les fonctions, et ce qui peut dépendre des propriétes spéciales des fonctions
algébriques entieres. Il est évident que ces derniéres fonctions ont un caracteére
particulier, qui provient surtout de ce que les différentiations répétées rédusent
une tell fonction & un nombre constant ; mais les conséquences principes, dont le
mémoire contient la démonstration, ne sont point fondées sur cette propriété de
fonctions entieres. [23, pp. 127-8] (Italic mine.)
q 22

60poisson [66, pp.367-8]

81Fourier cites that the denominators are not Poisson [66, p.367|'s expression : (2!)2, (3!)2,(4!)2 -, but
(202, (303, (4H* --.. of. (75).

62poisson (69, p.95]

63¢f. Poisson (69, p.91].

~242—



En générale il faut distinguer (1) les cas ou une fonction est égale au produit
& un nombre fini ou infini facteurs formés de toutes les racines, (2) et les cas ot
cette propriété n’a pas liev ; mais nous ne pourrions point ici entrprendre cette
discussion sans nous écarter trop long-temps du but spécial de cet article, qui
est d’exprimer clairement comment j’ai été conduit & prouver, par I’application
d’un théoréme algébrique, que I’équation transcendante (2)Fg, qui se rapporte &
la question du cylindre, a en effet toutes ses racines réelles, et de montre quelles
sont ces racines.  [23, p. 130]

Fourier proposes two sort of roots :
q23

Les variations de signes que peut perdre la suite des résultats, lorsque le nombre
substitué passe par une valeur déterminée, sont de deux sortes. (1) Il peut arriver,
lorsque quelques-unes de ces variations disparaissent, que la derniere fonction X
devienne nulle. (2) Il peut arriver que des variations de signes diaparaissent, sans
que la derniere fonction X devienne nulle.  Le premier cas répond aux racines
réelles, et le second aux racines imaginaires. [23, p. 131]

Fourier summarizes the criterion between the real root and imaginary root, judging from the
number of substitution of the sign :
q 26

Alnsi (1) Les valeurs accidentelles de z, qui font évanouir une des fonctions,
peuvent n’apporter aucun changement dans le nombre total de variations ; ces
valeurs substituées sont indifférentes. (2) La substitution qui fait évanouir une
des fonctions peut diminuer d’une seule unité lenombre de variations ; alors la
valeur substitué est une racine réelle. (3) La substitution qui rend nulle une
fonction intermédiaire fait disparaitre deux variations de signes, sans rendre null
la fonction X ; alors on est assuré que deux de racines de ’équations sont imag-
inaires.  [23, p. 133]

9 40 The following equations are totally designated by the equation (e).

d%y dy 3y d%y dy d4y d3y d%y
T Py =0 egmt l-a)e tngy =0 2 T Qa0
dy . di~ly di2%y
' Idzl +0 I)d:ﬂ"l + nd:ﬂ—2 0,

Here, the followings are Fourier’s last iteration of assertion on these sort of discussions. We can
render the second terms null by a certain real number of z. The sum of reminders is non zero.
From here, the imaginary roots are deduced.

Donc en substituant pour z, dans une des équations (e), une valeur réelle de z,
qui ferait évanouir le second term, il arrivera toujours que le premier et le dernier
terme n’auront pas un méme signe, car leur somme ne serait pas nulle. On ne
peut pas supposer que la méme valeur de z, qui fait évanoir le second terme,
rend aussi nuls le premier et le troisieme terme d’une des équations (e) ; car si
cela avait lieu, on conclurait de ces équation que la méme valeur de z fait évanoir
les fonction dérivées de tous les ordres, sans aucune exception. Ces cas singulier
serait celui ol 'équation proposée y = 0 aurait toutes ses racines égales. |23, p.
139]

10. G. DARBOUX’S COMMENTS IN [§, 9], 1888, 1890

The following are the comment on the defeat of Fourier by G.Darboux [g].
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Fourier expresses here, one of the results of the nice theorem which constructs
the capital discovery in the theory of algebraic and transcendental equations,
which never stop to devote it, and for this problem, he spends his time on a special
paper : The Analysis of determined equation.  Fourier applies for transcenden-
tal equation : y = 0, a proposition which is proved only in the algebraic equation.
Poisson proposes a critical remarks, in the JEP Cahier 19, p.382, 5 he seems to
be in reason. He (Poisson) observes the equation : (a) y = e + be®* = 0,
where, o : a constant of ¢ > 0, a # 1.

d%y
dz?

(a+ l)gg + ay = 0, where all the Fourier’s principles are literally applicable to
z

The function y is a particular solution of the differential equation : (§)

y. If, the original (of Poisson) is acknowledged as correct, he concludes that the
equation (o) have the roots of real only. Or, if b < 0, then the equation have
roots of real only ; if b > 0, then no root. And in both case, it has the numberless
imaginaries. This fact is, we think, sufficient to decide the problem.

This objection by Poisson have been very sensible for Fourier ; there is the
repetition of Fourier’s refutations such as, in particular, in MAS, vol. 8, p. 616
85 published in the selection of MAS, vol.10, p.119, % etc. If Fourier would
have suitably applied it, in reverse, he have played a very important role for the
elucidation of these equations to which Fourier have been the progenitor to call
attention.

From above remarks, it is no necessary to conclude that Fourier’s theory can’t
be served for the study of transcendental.  The reader will be easily see that if
they read repeatedly the various passages of the papers in above mentioned. [8,
9308, p.336, footnote|, cf. Table 4.

11. INTRODUCTION TO AFTERWORDS - DESCRIBABLITY OF TRIGONOMETRIC SERIES OF
ARBITRARY FUNCTION

Fourier [18] published his heat theory in 1822 as the second edition, however, he gave up
the proof on the convergence of his trigonometric series. As the contemporary, Cauchy [4] and
Poisson [58] acknowdlege their own provings as defect after trials, immediately applying to the
wave equation. Before and after Fourier's death, Dirichlet [11, 12, 13] and Riemann [74] try
to prove the describability of the arbitrary function with trigonometric series by Fourier. In
1888-90, G.Darboux [8) edits (Buvres de Fourier, 2nd Ed.. In 1888, R.Fujisawa [26] also issues
Ueber die Darstellbarkeit willkiirlicher Functionen durch Reihen, die nach den Wurzeln einer
transcendenten Gleichungen fortschreiten. Of the arbitrary function using the series developped
by trigonometrics, on the one hand, Dirichlet discusses 'die Darstellung’ ("the description’), on
the other, both Riemann and Fujisawa entitle 'die Darstellbarkeit’ (the describability’). Before
Darboux [8], Fujisawa’s target of proving is the same as Dirichlet [13] in proving the heat-difusion
theory. While Dirichlet [13] refers to the then original of Fourier, Fujisawa referring to Fourier
[21], in which Fourier proposes the distinctive method between real and imaginary, improving
the same previou paper of usage [17] after Descartes [10]. In addition to it, he is due to the
proof of Cauchy’s residue theorem after Strum [75, 77] in 1836, and Liouville [75, 42, 43, 44] in
1836. We will introduce the early situation of the describablity of an arbitrary function by the
trigonometric series in below.

64poisson, [61]. cf. Chapter 6.2, and Table 4.
85Fourier, [22], cf. Chapter 9.2.
86Fourier, [23]. cf. Chapter 9.3.
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12. A.CAUCHY, Mémoire sur l'intégration des équations linéaires auz différences partielles et
a coefficiences constans [4], 1823

Cauchy says the following object of this paper in the top page :

L’objet que je me propose dans ce Mémoire est de résoudre la question suivante

Etant donnée entre la variable principale ¢ et les variables indépendentes
z, Yy, 2, ---, t une équation linéaire aux différences partielles et a coefficiens
constans avec un dernier terme fonction des variables indépendentes, intégrer
cette équation de maniere que les quantités ¢, %‘f, %i?, -+ se réduisent a des
fonctions connues de x, y, z,---, pour t = 0. [4, p.511]
BOZORIDENETHED 51&@%&%%< ETHD,
FEH ¢ EHIER 7, y, 2, , t DRICEZ Bhfcbéﬁﬁﬁ’ﬁﬁﬁiﬁfﬁfi@@t:ﬁﬁ
FRESRLORHDE LT, :@ﬁ&i\t%iw, do &9 . t=0r¥Da,y,
HER LB ET D Lo K T L, [4, p.51]]
In the second chapter, in which Cauchy intends to solve the problem, he says my logic is
unavoidable to fall into a ’circular argument’ of (73)¢ = (76)c = (77)¢ = (78)¢ = (73)c.

FARE

§6. (69)c 4og =ql

dt™ dz
1 > e Got} + e Ot +---+ Om-1t
(70)C pP= 271-/ Xp{ 0 } Xp{ 1 In exp{ 1 }exp{a(z _ u) /_1} da
m—1
e = [Prw+ [d [ Prw+ -+ [T am [P du
where 6y, 6,, 09, ---0,,_; are the roots of the equation, and fm_l dt™ ! means the m — 1

times integrals with respect to t : (72)¢ 6™ = a(a\/ ) In the (69)c, we suppose l =m =

2, a= —1 then (69)¢ turns into (73)¢ %f + ﬁ = 0. The following circular argument, starts
in this point :
La value précédente de ¢ est indéterminée. Mais 'indétermination cessera
pour lordinaire, si, dans chaque intégrale relative a la variable «, on multiplie la
fonction sous le signe [ par e_"o‘z, k désignant un nombre infiniment petit. Alors,

en effectuant les intégrations relatives a cette variable, et posant u = z + Qk%u,
on obtiendra la fomule

1 2 > —u? ut 1
(T6)c ¢ = ﬁe‘&k / e ¥ cos (7;) folz + 2k2u) du

—o0
1 ® ,2 ® 2 ut 1
\/_77/0 et dt/;me cos (\/—E)fl(z+2k2u) du

[fola+ V1) + fole - VD) + 5 [ e+ 0vET) + e - 1v7T)

Mais, " quoique cette derniér value de ¢, substituée dans I’équation (73)c,
paraisse la verifier dans tous les cas, néanmcins on ne saurait la considére comme
générale, tant que l'on n’aura pas donné de I'expression imaginaire f(z + ty/—1)
un definition indépendente de la forme de la fonction f(z) supposée réelle. A
la vérite, cette expression imaginaire se trouverait suffisamment définie, si I'on
convenait de représenter par la notation f(z + t/—1) une fonction ¢ de z et
de t, qui étant continue par rapport & ces deux variables, fiit propre a remplir
la double condition de se réduire a f(z) pour ¢ = 0, et de vérifier I'équation

[T

(e »=
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(78)¢ %‘f + %f— —1 = 0. Mais il est facil de voir que, dans ce cas, la fonc-
tion ¢ serait celle qui vérifie ’équation (73)c pour tous les valeurs possibles de
t, et les équations de condition ¢ = f(z), %‘f = (), pour la valeur particuliere
t=0. Ainsi, la recherche de la fonction f(z + t/—1) se trouverait ramenée a
Pintégration de la formule (73)¢, et 'on ne pourrait plus donner pour intégrale de
cette formule I’équation (77)¢, sans tomber dans un cercle vicieux. {4, p.568]
IOLT, B fx+tv-1) 2RO LI ETHIE (M) RCHEPTILRBEL. Z 0
ROBHOEHITHER (TN 25 X5 LBV EVIBRBECR O I E2E2, |4,
p.568]
Dirichlet doesn’t miss Cauchy’s description and that becoms Dirichlet’s motivation for his
following papers.

13. G. DIRICHLET’'S WORKS

13.1. Sur la convergence des séries trigonométriques qui servent & représenter une
fonction arbitraire entre des limits données [11], 1829.

Les séries de sinus et de cosinus, au moyen desquelles peut representer une
fonction arbitraire dans un intervalle donné, jouissent entre autres propriétés re-
marquables de celle d’étre convergences. Cette propriété n’avait pas échappéau
géometre illustre qui a ouvert une nouvelle carriére aux applications de ’analyse,
en y introduisant la maniere d’exprimer les fonctions arbitraires dont il est ques-
tion; elle se trouve énoncée dans le Mémoire qui contient ses premiéres recherches
sur la chaleur. Mais personne, que je sache, n'en a donné jusqu'a présent une
démonstration générale. Je ne conais sur cet objet qu'un travail du & M. Cauchy
et qui fait partie des Mémoires de Académie des sciences de Paris pour ’année
1823.57 Llauteur de ce travail avoue li-méme que sa démonstration se trouve
en defaut % pour certaines fonctions pour lesquelles la convergence est poutant
incontestable. Un examen attentif du Mémoire cité m’a porte a croire que la
démonstration qui y est exposée n’est pas méme suffisante pour les cas auxqueles
l’auteur la croit applicable. Je vais, avant d’enter en matiere, énoncer en peu de
mot les objections auxquelles la démonstration de M. Cauchy me parait sujette.
[11, p.119]

Dirichlet’s motivation in {11] to prove the unknown problem is due to Cauchy’s confession
about own defect of proving in the above italic part ( mine ) as follows :

LaL, BOMBMB 4B EC, L —MAGEHIZRTIL Ty, ZDOBEMTI MAS
12 1823 FICRH L7z Cauchy AL LH LAV, ZORIDOEFIIESL, D
ERRL. B A BB L CHUEIEEROKB ORI L Hb O FREET 5 LR LT
5, [11, p.119]

13.2. Solution d’une question relative & le théorie mathématiques de la chaleur 12],
1830. Dirichlet applies Fourier’s theory to the then open problem of heat in bar, to which
Fourier struggled to solve in [22]. Dirichlet’s method is one of the first application of Fourier’s
theory. This set up of situation is what is called the Dirichlet condition. 5

v %y v

EZk—aF, =>k=1, (1)DS .8_1,‘:@
The function to be solved has the following four conditions : (1) It must be satisfied to the
equation (1)pg, whatever z and t. (2) For z = 0, it must reduce to the function F(z). (3) For

67T his paper corresponds to [6] in 1827 in Gallica, however, this date propesed on the paper : 16/fév/1826.
68We can’t catch this word en defaut in Cauchy [6] on today’s Gallica.

6% avoid the confusion, the original statement number is expressed in the top of each line with ps :
Solution([12]), and with py : Uber([13]) in the following section.
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x = m, it must reduce to the function f(z). (4) When t = 0, it must coincident with every points
of the bar, namely, < m, it coincides with the initial temperature p(z).
. 2, 25 ) 2r &%s

(3)ps rcosat+ ssinat = ) cos at + el sinat = ascosa — arsinat = ES E T
We suppose that R, S are values of 7, s, respectively, and particularly, namely, (4)ps Rcosat+
Ssinat: (4)ps satisfies with (1)ps. In addition to, R and S have two properties : to evapo-
rate at z = 0, and to reduce to cosat at r = 7. Here, we suppose ¥(u), assined an arbitrary
function to «, and multiplying (4)ps by ¥(u), and integrate it from 0 to oo, then we get the

following : f0°° (R cos at + S sin at)w(u) du, which also satisfies with (1)pg, and evaporates at

z = 0 and turns into f0°° ¥(u) cos at du. Owing to Fourier’s formula ( 4.346, p.431. )™, we get
W(u) = 2 [§7 cosap f(u) dp,

2 oo o0
(6)ps — / / (R cosat + Ssin at) f(p) cosap da du,
TJo Jo

which satisfies the following three conditions : [1] to obey (1)ps, [2] to evaporate at z = 0,
[3] to turn into f(t) at z = 7. We must gain the three parts of solution u. We suppose
u=v+w =0 +v" +w visreduced to x(z) when t = 0, and w to p(z) — x(z), ¢(z) is
known at initial state, and x(z) assigned a function to . The first solution is gained for +' by
solving () ps. When we exchange z with # — z, and f(u) in (6)ps with F(u), we get another
expression for v”. The third solution is espressed by w from (82).

(M)ps %/Ooo /000 (Rcosa(t —u)+ Ssina(t — u)) fp) do dy,

which also satisfies with (1)pg, and evaporates at z = 0 and when ¢ =, (7)pg turns into
1 X0 x
LT[ cosate - 50 do d,
0 0

7r
(cf. Fourier [8, p.408, (E)]).

—Qr.

kis
2 Z et sinim/ glp)sin i pdp (82)
T 0

(cf. Fourier [8, 9252, p.436]) "

2
8 R=Y bsiniz, S=Y ¢sini 9 b= =
(8)ps siniz ¢; siniz (9)ps W/o

™

™
Rsiniz dz, ¢ = 2/ Ssiniz dz
T Jo

2 2o 2 geosim 2 & [T . .
by=— — Ssiniz dz, ¢=—-— ——— . — Rsiniz dz
T o Jg s (8] T o Jg
b i2 2 icosim 2 b = b 2 Pcosin 2 iacosim
=G, == ——— — —b; ==, G=————
a0t T a a * T al444’ T a4’

(10)ps %/000/000 (Rcosa(t—u)+Ssina(t—u)) f(p) da dp

1 [ 2icosirsin iz s [ 12 cosaft — ® gsinat —
[ ey et oy, [*osmolton,,

i a? +14 a? + 44
(1)ps 2 ie "M cosimsin iz (83)
2 [ 2
- / ) du Z ie 1) cosimsin iz (84)
0

sic. 1t corresponds with p.392.
71t corresponds to [8, 9. 426, p.522].
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(84) is the same with (85) by exchanging the order of (84) between integral and summation,

) . 0o
—;Zie‘lzi cos im sin zz/ elz"f(u) du (85)
0

Jointing three terms : v/ : (85) , next , v : by replacing z with = — z, next by replacing f(u)
of (85) with F(u) and last, w : (82), we get u :

2 , o
u= V+" +w= —;Zi@"zt cos imsin 71/ B F(u) du
0
_ 2 Zie‘m sinizx /oo eiz"F(u) du + 2 Z e “tsiniz /oo g(p) siniy du (86)
T 0 T 0

The expression (86) corresponds to Fourier’s (78) (=(1)r) in [22].

13.3. Uber die darstellung ganz willkiirlicher functionen durch sinus- und cosinus-
reihen (On the describablity of a completely arbitrary function by a series with sine
and cosine ) [13), 1837. 2

T2

s

(10)pu /2 cos 2mzdr =0, meZ,m#0.
0

Here, we remark 2m corresponds with Z. We assume 'Flaschenraum’ ( area space ) of 2m
intervals.

[ w],[w 27r],[27r 37r],.”’[(2_mi)7r 2m7r]

“am!l’ lam’ 4m ] lam’ am dm  4m

Here, we introduce the deduction of Dirichlet kernel. At first, we introduce the finite series of
cos : z = cosf+cos20+---+cos nd. From the formula : 2cos Bcosy = cos(8—7)+cos(B+7),

2zc080 =1+ cosf+ cos20+ -+ cos (n — 1)0 + cos20 + cos30 +cos40 + --- + cos (n +1)8  (87)

The right hand-side of (87) is expressed by the sum of the followings : z+ 1 — cos nf, z—
cos § + cos(n + 1)8. Adding both expressions, then we get :

sin(n + 1)6

1
2zcosf =2z+1—cos §+cosf +cos(n+1)8 —cos nf, = z=--+ —
2 2sin 56

1 si + e
(11)py  cos@ + cos20 + - - - + cos ”(’:"WLM
2 2sin 56

¥ 3. ( Deduction of trigonometric series. )

72This paper is, we think, easy to understand the deductive method, and very educational. c¢f. Kummer {34]
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13.3. Transfer array by Dirichlet.
bl O . 2w . 3m . TN
f(=) =a1sin— + agsin — + agsin — + - - - + ap sin —
n n n n n

2 . 27 . 4m . 67 . 2mn
f(—) =aisin— + agsin — + agsin — + - -+ + @ sin —
n n n n n

3 . 3r . 6w . 97 . 3mn
f(—)=a1sin— + agsin— +agsin — + - -+ + apsin —
n n n n n

(n—1)m ™

. ™ 2m . . QT
= -l in(n — )22 2t 12t
f( ) = ap sin(n l)n + agsin(n — 1) - + agsin(n — 1) n + -+ apsin(n — 1) -

n

Here, these equations are shown with a today’s style of (n — 1) x (n — 1) transform matrix :™

f(ér) sin®  sin2™ sn3T ... sin (n-— nz a1
f(g) sin2r sindr siné . gin 2(n—1)Z a2
f5) = | sin ;}_}, sin % sin % sin 3(n—1)% ‘1.3 (89)
f((n._nl)") sin(n — 1) sin(n — 1)—’1 sin(n — 1)3?’r cosin(n—1)2 % dn_1
Multiplying with 2sin Z%,  2sin %Tm, 2sin 3’;’” -+ ,2sin (n—1)T", wherem = 1, 2, 3, n-—
1,h=1, 2,3 ..., n—1, then the coeflicient a;, is as follows :

3hm

sin 7T sin 20 4. 4 2sin(n — 1)— sin(n — 1) ] (90)
n n

.. mm  hrm . 2mmw
ap |2sin — sin — + 2sin
n n

™ If m # h, the value between the square brackets is null, we can express by the following

difference replacing the products of sin with cos, then
(12)pu cos(m — h) + cos2(m ~ h)E -+ +cos(n —1)(m — h)E
n n
- (cos(m + h)% + cos2(m + h); ¥ +cos(n—1)(m+ h)%) (91)
From (11)py, assuming § = (m — h)Z and replacing n with n — 1, and by sin(ir — v7) =
Fsinvy, [€Z,

sin(n — %)(m - h)% = sin ((m —h)yr - (m— h)%) Fsin(m — h);;

1 sin(n+%)0_ 1 sin(n—%)(m—h)%

1
2 2sinle 2 2sin(m-h)E 2
Fach of (12)py has
.{—1 mod (m — ,2) =0, 0, mod (m—h,2)=1
1 mod (m+h4,2)=0, 0, mod(m+h,2)=
Here, we have the sum 2m.

nam—2san—f< )+2 m2m_7rf< )+...+2Sin(ﬂ—;)m7rf<(n—l)w)

n

1
*3

"Dirichlet didn’t use the transform-matrix symbol, but mine. cf. Lagrange’s expression (5) and Poisson’s
expression (28)

T4Here, Dirichlet’s (90) comes from Lagrange's style : (6). cf. [36, p.81]
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o= 2 () i (2 e O (1]

o = [0 (221 (%) o T () () S (B2 (25 4 S (2 (20

n n n n n /

2 m
(13)py f(z) =arsinz +agsin2z +--- + apsinmz + -+, where, a, = ;/ sin mz f(x)dz(93)
0

75 Replacing the left hand-side of (13)py by 2sin = f(z),
2sin = f(z) =aysinz + agsin2z + -+ -+ apsinmz + -+,  where,

m

O, = —2—/0”2sin mx (sin T f(z)) dr = %/Owcos(m—l) zf(z)dw—%/o cos(m+1) z f(z)dz

2 w
——/ cos hz flz)dr =by, = am=bp_1—bpt1, m=1,23,--,
T Jo

= 2sin z f(z) = (b — b1)sinz + (b — be)sin 2z + (by — b3) sin3z + - -

2sin x f(z) = bosin z + by sin2z + by(sin 3z — sin z) + bz(sin 4z —sin 2z) + - --
= bgsin T+ b;(2sinzcos z) + bo(2sin xcos 2x) + bs(2sin zsin 3z)+ -+ (94)
Dividing both hand-sides of (94) by 2sinz,
w

1 2
(Wpy f(z)= §b0 + by cosx + by cos 2z + bz cos3z + - - -, where, by, = ;/ cos mz f(z)dr (95)
0

1
(15)pu —2'b0 +b1cosx +bycos2x + -+ bypcosmx+ -+ a;sinz + azsin2x + - - - + ap sinmz + - - - (96)

where, b, = %/Owcos mz[(p(z)) + (¢(—2))] dz, am= %/0” sin mz[(e(z)) — (e(—z))] dz
b = 1 /w cos mzp(x) + 1 /w cos mzy(—z) dr = 1 /7r cos mzx p(x) dr (97)
T Jo T Jo T )

kit

G, = 1 /01r sin mz(p(z)) — %/0" sin mz(p(—1z)) dz = }r/ sin mz o(z) dz. (98)

K -7
9 4. ( Proof of convergence. )

Die Betrachtung, die dem Verfahren, welches uns die Reihe (13)py geliefert
hat, die gehorige Strenge geben wiirden, sind so zusammengesetzter Art, dafl
wir lieber einen anderen Weg der Bewisefiihrung einschlagen. Wir werden die
Reihe (15)py, welch die beiden andern (13)py und (14)py als besondere Fille

in sieh begreift, an und fiir sich untersuchen und, ohne etwas von dem Friiheren
vorauszusetzen, direct nachweisen, dafl diese Reihe :

1
§b0+b1cosz+620052:c+~-~+bmcosm:c+---+a1 sinz + agsin2z + -+ - + apy sinmae + - -+ (99)

wenn man ihre Coefficienten durch die Gleichungen : b, = % J7 cosmzg(x)dz,
L™ sinmzg(z)dr. [13, § 4, p.146]

A

75¢f. The eqxpression (93) corresponds with Poisson’s expression (33).
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Dirichlet’s proving target is the following summation of the first n + 1 terms of (99)
1 4 1 4 1 i
— / dag(a) + —cos x/ dacosag(a) + -+ — cos nz/ da cos nag(a)
2 T _,, ™ o

1 " 1 i
+ = sinx/ dasinag(a) + - + p sinnx/ dasin nag(a)
™ -7 -7

or,
1" 1 /" sin(2n + 1)95%
p /_"dag(a)[ + cos(a — z) +cos2(a—z) + -+ cos nla— z)] or, — /_,, dag(a)m_
q5.
From (11) py(=(88)), we get :
/ PS4 DB 4y (100)
0 sin 8
, where, (88) is equivalent with 14 2cos20 4 2cos48 4 - + 2cos 2nf, ™
z sin(2n + 1)8 m % sin kg3 /UT . 2
— 4B == = = d kBds = —
/0 S dg > =2 k=2n+1= p,=7F y sng P - Fsin kBdg3 P
We assume A = ["sin fdg, then
= 1 - < A ! > > p3 > > T- - + - - +
% sin &X k pi < k sin (V_klzﬂy p1 > p2>p3 P2m+1, 2= P1L— P21 P3 P2m T P2m+1
T
(16)py pr—p2tps—-=pam < 5 < pr—=p2tP3=- = pam + pam+1
Here, we get the aim : What is the following S ?
Ao
. sin k0
= 1
im [ s =, (101)
where h < 7 is a constant, k = 2r + 1 and f(8) is a continuous function with respect to 3.
@ sin kB % _sin kB
= —_———— = —_ —_— e s . i =
=T '/% sin § f(B)d6 = Ry ~ Rz + Ry B /Q%l)l * sin 3 1(8)dp,
T % sin kG sm kG
— d d
1) foae ¥ G5 f(gras < R < (T2 / T 1(68)d8,
(r—Dm S>Ry—Ry+R3— - — Ropy,
rfl—) < Rr < pr , here,
pf(k) pf( k ); where S < Ri—Ro+ Rs— -~ Rom + Romy1
S>(p1— (%) (p3 — pa) (ka) (pom—1 — sz)f(gzl;—lzl),
S<P1f(0") (p2 — )f( )+(P4 )f( )—"'—(sz pam— 1)f(2';':")

S>(p—p2+p3s—pa+ pan—1— sz)f(Lm;l)ﬂ)’
S<p1f(0Tﬂ)‘(P2_P3+p4—p5—..._pzm_pzm1 2_mk_)

p2tpa—- - pam > 3, - 5> 5f( 32 ) - p2mirf ),
Pty pam > § - o, S < 37(22) + oo s (352) + 1|1 (0) - 1(Z2)),

6(100) is what is called the Dirichlet kernel.




0<5<als(o) -5 (22)

k 3
. . . 2mm 2mm
Here, we can get easily our aim proving (101). We observe at first : (2 f (T) p2m+1f( p ) .
1 foll : A 1 th tate it as foll
pam+1 locates as follows : E@ Pomil < — W en we can state it as follow
m
A g < pam+1 < 75 A _@mi (102)
2mm sin 2mf (2m+1)r  sin 2m+ 1%
. 2mi
lim — =0, im ——— =1
m—oo 2mm 2mE—oo 8in 2mi

And two products of the inequality (102) become zero respectively. Finally, in (101), S is £ f(0).
The term f(%T") in p1‘f(0) - f("’”‘T")

become null.

< z + < ! th <= + !
PLsg Tl P2 sin £ en A ksinf’

s i A
é% = A % — and lim A % = -
k sin ¢ m sin £ k—oo T sin § n

We get the followings for 0 <h < §, k=2n+1,
. sm k,@ n ) sm kﬁ T
i [ 1+ a2y = T+, i [ 1054 0,
sin kg

dg = g f(0). Finally, Dirichlet deduces the result :

namely nlg*lc}o/o 1B) sin g

. hsin(2n +1)8 ™ ™
7}1{1;0 A Wf(ﬂ)dﬂ—gf(o)v 0<h<§7
.2 Psin(Zn+1)8 B ™ . " sin(2n +1)38 _ m
(» tim 2 [T 00 = 10), 0 <h< ), Jim [ D s(p)p =0, 0< g <h <

The original by Dirichlet are explained as the following two results 7 (17)py and (18)py
Result (17)py :
Ist f(8) eine stetige Function von 3, die, wihrend 3 von 0 bis h wichst ( wo die Constante h > 0
und < § ),’® nie von Abnehmen ins Zunehmen oder umgekehrt iibergeht, so wird das Integral :
h ..
sin(2n +1)8
_— d
| = re)as

wenn man darin der ganzen Zahl n immer grofl ere positive Werthe heilegt, zu letzt immerfort

weniger ¢ als jede angebbare Grofle von 7 f(0) verschieden sein. [0 [13, p.154]
That is :

. hsin(2n +1)8 T
nlgl;() A Tnﬂ“—f(ﬂ)dﬂ = Ef(o) <c
h sin(2n +1)8 sin(2n +1)3 sin(2n +1)8 ™
| s = [T LD 5+ / L L 10)as = 3100),

""Here, we use the word 'Result’ mine, while Dirichlet uses only blocking statement number.
78Riemenn[74, p.14] corrects this inequality as follows : £ > h >0



and

in(2n+1)8

9 sin(2n +1)8 o h sin(
| g s =550, when [T

sin 3

Result (18)py :

Sind g und h Constanten, welche den Bedingungen geniigen g > 0, § > h > g," und geht die
Function f(3), wenn 3 von ¢ bis h wichst, nie vom Abnehmen ins Zunehmen oder umgekehrt
iiber, so wird das Integral : f h Eﬁf;“_;”_ f(8)dg fiir ein unendlich groles n der Null gleich. O
[13, p.153]

f(B)ds=0

(2
That is : g and h are constants, if g >0, § > h>g, hm / sm—m)—f(ﬁ)dﬁ 0.
9 6.
/ Bl sm (2n + )&= / i3 sm (2n + 1~) / g o sm (2n+ )&=
—n " 2sinfz o 2sin u 2sin L

1 /0 sin(2n + 1)252 1 [lm—=) sin(2n + 1)252
= = / af pla+ 22D 7 ﬁl and  ~ / 48 oo+ 9222t Vg ,,_)I 2
T J_(ntz) 2sin Y~ m™Jo 2sin 5=

T4z

P] in(2
(19)pvu %/0 dB o(z — 2ﬁ)w

sin 8

sin(2n + 1)8

1 (=
R r R

AT

[‘ P ds ¢($+2ﬁ)sin(2n+l)ﬁ

sin 3

sin(2n + 1)(7m — 8)
sin (w —8) '

1r_+;|:
=7 aeaten-29)
2

[ri 45 ol + 27 - Qﬁ)w, /01 48 ol + 2 - 2ﬁ)sin(Zn +1)8 _ OI 4B ol — 25) sin(2n + 1)8

LLE sin G sin 3 sin 3

1
§b0+b1cosm+b2cos2m+-~-+bmcosmz+--~+a1sinz+a2sin2z+---+amsinmz+~'

1/ 1/

If we use these coeflicients as follows : b, = —/ cosmfBg(B) d3, am = —/ sinmfg(B) dB,
T Sn U

then

0 T 0 ™
bm = l/ cosmfg(B) db + l/ cosmfg(3) dB, am = l/ sinmB3g(F) dB + l/ sinmfg(3) dS
T ). mJo T S T Jo

w(—B) = ¢(B), cos(—mp) = cos(mf), sin(—mpB)= —sin(mg)
2 f7 1
bm=;/0 cosmfg(B) d8, am =0, = <p(:n):§b0+blcosz+b2cos2z+-~-+bmcosmz+'--

79Riemenn[74, p-14] corrects this inequality as follows : 2 > h > g >0
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14. B.RIEMANN, Ueber die Darstellbarkeit einer Function durch eine trigonometrische Reihe
(On the describablity of a function by a trigonometric series) [74], 1867

14.1. Untersuchung der Darstellbarkeit einer Function durch eine trigonometrische
Reihe ohne besondere Voraussetzungen iber die Natur der Function (Study of de-
scribablity of a function by a trigonometric series without special preconditions on
the nature of function).

97

a;sinx+agsin2z + - -+ apsinmz + -+ -

1
§bo+b1cosa:+b2cos2a:+--'+bmcosma:+-~~ (103)

1
550—:—140, a;sinz +bycosz = Ay, aosin2z + becos2x = Ao, ,

then the series : Ag+ A1+ As+---. We assume these series by 2, and this function with respect
to z by f(z). The series 2 converges with the endless increasing of n.

qs.
2 A
C+C’.’E+A0x——A1——2*ﬁ-":F(.’E) (104)
2 4 9
Ant1 Anto 1 1 £
i mrr < mrm mrE) <a

Proposition 1. If the series €} converges,
Fz+a+p)-Flz+a-0)-Flz-a+p)+Flz-a-05)
4o
converges when o and G become infinitesimally small, this ratio reserves finite with the series.
Proposition 2. 2—;— (F(z +2a) + F(z - 2a) — 2F(:1:)) is constantly infinitesimal with a. We use

0o sin na

2
n=0 | “nax ) Ap and divide into three parts. (1) up to the index m, A, always smaller than

£. (2) na < ¢, cis a fixed constant. (3) the rest of above parts. The first < Q, the second < €£.

and the third < €3 727 < £

sin na

)2An < Z(Qa +e(e+ %))

F(z + 20) + F(z — 2a) - 2F(z) = 20 i ( =
n=0

Proposition 3. We show ¢, b,¢ > b two arbitrary constants. A(z) a continuous like F(z) in the
interval (b, ¢|, and in this interval becomes null, and the second differential quotient A(z) hasn’t
the numberless maxima and minima, so the integral : p? f;’ F(z)cos u(z — ) A(z)dz becomes
finally smaller than any given value, when p — oo.

q9.

With the three propositions on the describablity of a function by the trigonometric series,
which each term becomes finally infinitesimally small, the followins are observed. 1. When a
function F(x) repeating with the interval 27 shoud be describe by the trigonometric series, of
which each term becomes infinitesimally small with respect to z, so it needs to be given a
continuous function F(z}, on which f(z) so depends, that

Flx+a+p8)—-Fz+a-08)-Flz—a+08)+Flz—a-0)
4a0
when a and @ become infinitesimally small, this ratio reserves finite with the series, converges on
f(z). 1. Wenn umgekehrt diese beiden Bedingungen erfiillt sind, so giebt es trigonometrische

Reihe, in welche die Coefficienten zuletzt unendlich klein werden, und welch iberall, wo sie
convergiert, die Function darstellt. [74, p.33]
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When these both conditions are inversely satisfied with, so it exists the trigonometric series,
in which the coefficients become finally infinitesimally small, and everywhere, it converges, the
function is describable. IIL If b < = < ¢, and p(t) is such a function that p(t) = 0 and ¢'(t) =0
for t = b and t = ¢, and between these value vary continuously, p”(t) haven’t the numberless
maxima and minima, and moreover, for t = z, p(t) = 1, o/(t) =0, p’(t) = 0, p”(t) and p{¥(t)
are, however, finite and continuous, so the difference between Ag+ A; + A3 + --- + A, and the
integral becomes 0 with increasing n, namely :

n . 2n+1
1 [ d? sin (z —1t)
' 2 r &2 Y g ) =
dm (A5 from g A0 d) =0
The series Ag + A1 + A2 + - - - converge or don’t converge depending on whether the term :

1 cF(t)‘dQ sin 25t (z — t)
2 b df2 _(1:2_t)

p(t) dt

become finally a fixed term with n — oo or don t become it.

€ 10. In fact, this integral have the form : f 4 21r2 f(z) sin n(z—«a) dz. In the preconditioned

case, it follows that the coefficients of the series finally infinitesimally small.
€ 11. We consider (104) in the article 8.

2 £2 t 2 3t

C+C'z+ Ao% + Aoz — Alcos - A2C°S4 t_ A3C°sg . =G(z)
so that for %(F(z +1t)+ F(z —t)) in everywhwre, because this series convergesuch as F(z +t) —
G(t) and F(z —t) — G(t), it holds the followings : I. When the terms of series Q2 for the value
of argument x, becomes finally infinitesimally small, so it needs to be

lim p? /bc G(t) cos p(t—a) A(t) dt =0, (105)

n—00

when A assumed a function like the above § 9. This integral value is to be summed

#2/bc%(p(x+t) cos u(t —a) Alt) dt+u2/b

c

%(F(a: —t) cos p(t—a) Alt) dt

— 2 /bc % (F(a,- +t)+ F(z — t)) cos p(t —a) At) dt

Inversely, A, = —n22 fo ( (t) — Ao 2) cos nt dt. And also, lim A, = 0, when it is satisfied
n—o0

with (105). II. When the term of the series () for the value of argument z, becomes finally

infinitesimally small, so it is depend on an interval of G(t) for a infinitesimally small ¢, whether

the series converges or not, and namely, the difference between Ag+ A; + A2+ - -+ A, and the
integral, namely

d? sin 2&tly
hm( A——/ —2 tdt):
n—co Z )dt2 sin £ P(t)
when 0 < b < 7, and moreover, small constant, and p(t) is such a function that p(t) = 0 and
P(t) =0 fort = band t = ¢, and between these value vary continuously, p”(t) haven’t the
numberless maxima and minima, and moreover, for t = 0, p(t) =0, p'(t) =0, ¢"(t) =0, p”'(¢)
and p”'(t) are, however, finite and continuous.

9 12. (Describablity of a function by a trigonometric series without special preconditions on the
nature of function)

Here, we need to study of describablity of a function by a trigonometric series without special
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preconditions on the nature of function. When we observe the integral :

1t d? sin 2t (g — ¢

hl / G(t) 2# p(t) dt

s dt sin L__IZ— D)

where, G(t) is replaced with G(t) — G(0). We can’t get nothing from here. Here, we observe
the special case, we will consider at first, a function, which haven’t the numberless maxima and
minima, to seek something complete, which it is yet available, from the works of Dirichlet.

: /Oa (Flz+t)+ F(z - t)) dt = é(F(m +a) - 2F(z) + F(z - )

[27

f(@)(z —a) = p(z) = /bcf(z) sin n(z — a) dzz/bc olz) sinn(z — a) dz = %(ap(a+0) + (e —0)),

as Dirichlet shows in [13, p.144].

15. R.Funsawa, Ueber die Darstellbarkeit willkiirlicher Functionen durch Reihen, die nach
den Wurzeln einer transcendenten Gleichungen fortschreiten
(On the describablity of arbitrary function by the series, progressing with the power of a
transcendental equation) [26], 1888

80 It is well known that the following heat-difusion equation converges on f(r) with t > 0,
however, when ¢ = 0, it becomes (1) or (107), whether this equation (106) converges also on f(r)
under this condition or not, it is then unknown problem. R.Fujisawa questioned the then, open
problem. R. Fujisawa says his objection as follows :

The series in the most genaral form have nature as follows ; the given fonction
6(x, A), which have a parameter A, for this, we suppose that all the roots had set
in a given transcendental equation ¢(A) = 0. By these form we are now talking
about, however, to seek the proof is very difficult, without providing of very
restricted condition to € und ¢ ; It is suitable to seek from the origin, the proof
using an example, and we show the way by it, as we perform even in another
cases. [26, pp.73-74]

Fujisawa using an example of describablity for performance of proving, makes his reason, as
other researchers had done it.

—-Z ~OntPt g,y Jo P1(0) 0nE) dp

= l (106)
f sin(An2)dp
When t = 0 of (106),
> M) d
b L Z ; Jo pf(p) sin(An?) dp (107)
T3 fo sin® (Anf)dp
where A, A2, - are the values of orderded positive solution of the following equation :
(II) #(A) =cosA+(a—1)sinA=0, (a>0) (108)
81. Integrating the denominator of the right hand-side of (107), then
Ty h pf sin(An %) dp
(III v= lz (/\" __ sin An)\cos An (109)

80We owe showing us these bibliographies to Prof. Dr. Majima of Ochanomizu Univ.
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An = 2"2‘17r o, 1< <%, (a#1) fa=1, then A, = MT_lTI'. We get the special
solution for =1 as follows :

2 & 2n—1r ! 2n—-1,_ p
; . . r
v —ﬁ;sm( 3 77r) /0 of(p) sm( 3 /\nlw) dp (110)
§2. 'We observe a transcendental equation : (II) that is, (108).
sin(An]) -sin(An§)  sin(An7) -sin(An %) (111)
1 _ sin /\n/\cos An sin Ap - ‘j’l(/\n
From (108), we get 7sin1,\ﬂ = ((:gs_/\lz, then (111) becomes
sin(A,7) -sin(A,f) (@~ 1)sin(An7) -sin(A.5)
1 sin /\n/\cos An c0s A - &' (An)
o w() = (. — 1)sin(2}) - sin(z§) z =1\, :t3/\2,-" , (112)
cos z- ¢(z) z=1%, £33 ...

In both points of 2 = £\, and z = i2"2”17r, we have two residues, that is to say :5!

Res(£h) = sin (z\ﬁ) -sin (/\ntlz) , Res( + 2i2‘—17r) R (2n2— lzr{:) sin (2n2— IZTT;Z)

1— sin Ap-cos Ay
3

We suppose two perpendicular AA’ and BB’ to the x-axis, and the symmetric points C and
C' on the y-axis, then four points are : A = mn +iy/mn, A =mr—iymnr, B=-mn+
ivymm, B = —mm ~iy/mnm, where m € Z > 0 and the radii of two arcs ACB and B'C'A’
are v/(mm)2 + mm, of which the center is the crosspoint of AB’, BA' and CC’. Fujisawa cites
Heine’s Flache F, saying : this Fliche E comes from the same study by Heine [31].82 By Cauchy’s
theorem of residue, we can describe our case by using the integral under the symbol of f( g @8
follows :

i 2n-1 = 1
2[7;1%5( + 3 7r) + T;Res(z\n)] =5 /(E w(z)dz,

where, we consider a function w described by z = z + 4y such that : 8

/ wdz = / wdz = Q, / wdz = / wdz =P (113)
A'—A BB A—-C—B B'—-C'— A’

gRes(:t 2n2— lw) +712T;Res(/\n) = %[Q-FP]

811 the original, Fujisawa uses R as the symbol of residue. The author of this paper rewrite it to Res.
82R Fujisawa applies Fliiche E of Heine [31] in his dissertations to Strussburg Univ.(1886) and Tokyo Imperial
Univ. (1888). Heine had states his idea in ten years before Fujisawa have cited it in Strussburg as follows :
It is suitable for reduction of proof, not to integrate infinite circle with radius r, but to change
the small given part of periphery for a chord. ~ We assume p a real positive infinite number ;
in the points, we stand the real perpendiculars AA’ and BB’ at p and —p on the z-axis.

A=p+ivp, A =p—iyb, B=-p+iyp, B =-p—iyp
Of the origin 0, we remove, when C and C’ are the point Fico, with the radius : /p2 + p of
the arcs : ACB and A'C'B’. (31, pp.32-33]

We remark that Heine makes the circle cutted both standing arc shapes with the real perpendiculars AA’ and
BB’ at pand —p on the z-axis, so that we can eliminate the singularity of origin, when we move C and C’ along
the imaginary axis to foo.

A B
83Fujisawa writes (113) as | ‘ }wdz = ‘ ) ‘wdz = (), so we correct.
A’ B
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Sl S () () -] o

n=1

Multiplying both hand-sides of (114) by T—tp- f(p)-dp and integrate them from 0 to ! with tespect
to p, then

ziSin(Anll_fop flp) Sl ism(zn—lm) /l’ flp)- sm(2n_1y) dp

rl 2 sin_Apcos Ay 2 !
n=1 i An
1 i
- rzm/P 7o) [@+ P dp =2 (115)

Then, it is our target to investigate the convergence : v — v/ = lim,, ,00 A.

§3.

1 !
mod A < / p- mod f(p)- [ mod Q@+ mod P} dp (116)
r-l-mJo
§4. From (116), using A defined by (115),

mod A < !
r-l-7

(a—1)- +wp -

mod f(p)dp

7= e
vmm 2(1 - DVmir2 +mrd Jo

! { Al2
/0 P modf(ﬂ)dps/ pA dp < —-,
where A = max( mod f(p)), and the equality holds when f(p) is a constant and equals to A.
Al [ 2 + - 1 }
2 | Vimr T IS e T e
Now, when m — oo, namely, we get finally (I) or (107). Q.E.D.

modAS% mod (a—1)—

16. CONCLUSION

At first, we would like to conclude that the following four stories are the most important in
our paper. That are, § 2.2 (§ 23-26) and § 2.3 (§ 38—41) on Lagrange, § 5.1 (§ 219 — 271) on
Fourier, § 3.5.1 (§ 62) on Poisson and § 13.3 (§ 3) on Dirichlet. These are the ways in which
they struggle to go beyond Lagrange to deduce the trigonometric series respectively. cf. Table
2.

Next, we emphasize Poisson’s play throwing light on the mathematical problems to Fourier,
Laplace and even to Euler, mentioned in the forwords that : (1) We think our problem is
to be treated including the trigonometric series, for Poisson’s objection to Fourier is relating
the fundamental problem of analytics, as we show Poisson’s analytical/mathematical thought
or sight in the Chapter 6.2, etc. (2) Fourier’s theoretical works in life are : Theorem on the
discriminant of number and range of real root / Heat and diffusion theory and equations /
Practical use of transcendental series / Theoretical reasons to the wave and fluid equations /
Many seeds to be done in the future (3) To Lagrange’s works, we need to pay more attention.
(4) To Fourier’s method : we think, a rough-and-ready method for prompt application by re-
quest from physic/mathematics. (5) Poisson’s objections are very useful for Fourier to prove
the series theory, however, in vain for Fourier’s passing away. (6) Poisson, for himself, fails in
it, as nobody succeeds in it, where, it contains the describability of transcendental series for an
arbitrary function.

At last, we conclude additionally our afterwords with the followings : (1) The study of trigono-
metric series starts at the works by d’Alembert, Euler and Lagrange. (2) Fourier and Poisson
discuss the nature of root of transcendental equation, and how to apply algebraic result to tran-
scendental. (3) Proofs of describability starts at works by Dirichlet and Riemann, and its scope
expands at Sturm and Liouville, Harnack, etc., however, it takes time for its completion until

—258—



the latter half of the 20th C., which is a collaboration by human wisdom. (4) R. Fujisawa’s
works of the proof of describability play a role as the unique existence among the europian
researchers, and especially, as the great effect to transport the europian knowledge into Japanes
mathematical society and to develop it.

REFERENCES

[1] F.W.Bessel, Ueber die Entwicklung der Functionen zwier Winkel u und u' in Rethen, welche nach den Cos-

inussen und Sinussen der Vierfachen von u und u’ fortgehen, Abhandlungen der Berliner Akad. d. Wiss.

1820, 21. Math. Class p.55. — Abhandlungen von F. W. Bessel. Tome 1-3. Band 2, No.117. pp.362-364., (V.

Mathematik : Band 2, pp. 326-404.) — http://gallica.bnf.fr/ark:/12148 /bpt6k77588q/{334

Budan De Boislaurent, Nouvelle Méthode pour la Résolution des E‘quations Numériques d’un Degré quelconque,

Revue, Augmentée d'un Appendice, et suivie d'un Apper¢u concernent les suite Syntagmatiques, Paris, 1822.

— http://gallica.bnf.fr/ark: /12148 /bpt6k1108332

[3] L.Carleson, On the convergence and grouth of partial sums of Fourier series, acta Math., 116 (1966), 135-157.

[4] A.L.Cauchy, Mémoire sur Uintégration des équations linéaires aux différences partielles et & coefficiences
constans, J. Ecole Royale Polytech., Cahier 19, 12(1823), 510-92. ( Lu : 16/sep/1822. ) (Remark : this
paper is the same as in Cauchy, Augustin Louis Oeuvres completes, 13(1882-1974), serie (2), t. 1, pp.275-
357. At first, in 1821, next, MAS (pp.510-92) in 1822, at last, JEP (pp.275-357) in 1823.) (JEP) —
http://gallica.bnf.fr/ark:/12148 /bpt6k90193x (MAS) — http://gallica.bnf.fr/ark: /12148 /bpt6k433675h

[5] A.L.Cauchy, Mémoire sur la Théorie des Ondes, 1815, Savants étrangers, 1(1827), 1 partie §§3,4 et 2 partie
§84,5. ( Remark : this paper is the same as Mémoire sur la Théorie des Ondes & la surface d’un fluid pesant
d’un profondeur indéfinie, (Buvres de Cauchy, 1882, serie (1), t. 1, pp.5-318. )

[6] A.L.Cauchy, Sur les développements des fonctions en séries périodiques, Mémoires de I’Académie royale des
Siences, 6(1823), 603-612. ( Lu: 16/fév/1826. ) — http://gallica.bnf.fr/ark: /12148 /bpt6k3221x/f800

[7] d’Alembert, Opuscules Mathematiques, Mémoires sur différens sujets de Géométrie, de Méchanique,
d’'Optique, d’Astronomie €, Tome Premier, Paris, 1761. — http://gallica.bnf.fr/ark:/12148 /bpt6k62394p

[8] G.Darboux, (Buvres de Fourier. Publiées par les soins de M.Gaston Darbouz, Tome Premier, Paris, 1888,
Tome Second, Paris, 1890.

[9] G.Darboux, (Buvres de Fourier. Publiées par les soins de M.Gaston Darbouz, Tome Second, Paris, 1890. —
http://gallica.bnf.fr/ark: /12148 /bpt6k33707

[10] René Descartes, La Geometrie. Livre Premier, ( Discours de la Methode pour bien conduire sa raison, &
chercher la verité dans les sciences. Plus la dioptrique. Meteores. et La geometrie. qui sont des essais de cete
Methode ), Leyde, 1637. — http://www.bibnum.education.fr/mathématiques/géométrie/le-livre-premier-de-
la-géométrie-de-descartes

[11] M.G.Lejeune Dirichlet, Sur la convergence des séries trigonométriques qui servent & représenter une fonc-
tion arbitraire entre des limits données, Crelle J. fiir die reine und angewandte Mathematik, 4(1829),
157-169. = Lejeune Dirichlet,G Werke Tome 1, herausgegeben auf Veranlassung der kéniglich preussis-
chen Akademie der Wissenscaften von Kronecker ; forgesetzt von L.Fuchs, Berlin, 1889-1897, 119-132. —
http://gallica.bnf.fr/ark: /12148 /bpt6k99435r /{132

[12] M.G.Lejeune Dirichlet, Solution d’une question relative a le théorie mathématiques de la chaleur, Crelle J.
fiir die reine und angewandte Mathematik, 5(1830), 287-295. = Lejeune Dirichlet,G Werke Tome 1, heraus-
gegeben auf Veranlassung der kéniglich preussischen Akademie der Wissenscaften von Kronecker ; forgesetzt
von L.Fuchs, Berlin, 1889-1897, 161-172. — http://gallica.bnf.fr/ark: /12148 /bpt6k99435r /f132

[13] M.G.Lejeune Dirichlet, Uber die darstellung ganz willkiirlicher functionen durch sinus- und cosinusreshen,
Mémoires de I’Académie royale des Siences, 1837, 146-174. = Lejeune Dirichlet,G Werke Tome 1, heraus-
gegeben auf Veranlassung der koniglich preussischen Akademie der Wissenscaften von Kronecker ; forgesetzt
von L.Fuchs, Berlin, 1889-1897, 135-160 — http://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k99435r /{146

[14] Paul du Bois-Reymond, Zusitze zur Abbandlung : Untersuhungen iiber die Convergenz und Divergenz der
Fourier’schen Darstellungsformeln, Abh. der K. Bayer. Akademie der W.I1.C1.X11.Bd.11.Abth., 1876.

[15] L.Euler, De valoribus integralium a termino variabilis t = 0 usque ad T = oo extensorum, Mémoires de
I'Académie des Science, Berlin, 1781, 337-345. ( Lu: 30/apr/1781. )
Our remark. Poisson cites as Tome IV de son Calcul intégral, pages 337 et suivantes. (sic). This paper co-
incides with E660, that is none in the present Leonhardi Euleri Opera Omnia, however there is in Euler's
archive, titled “Supplementum V. Ad Tom. I. Cap. VIII. De Valoribus integralium quos certis tantum casi-
bus recipiunt”, pp.260-415. (cf. Leonhardi Euleri Opera Omnia, Series I, XI. pp.208-217.) The paper which
Poisson cited is in this archive, 4) De valoribus integralium a termino variabilis ¢ = 0 usque ad z = oo
extensorum. M.S. Achademiae exhib. d. 30 Aprilis 1781. §124-§140. pp.337-345. We owe these bibliographies
to the director of The Euler Archive, and Assist. Prof. Dr. Dominic Klyve of Central Washington Univ. —
http://eulerarchive.maa.org/pages/E660.html

2

—259—



[16] J.-B.-J. Fourier, Théorie de la chaleur, Annales de chimie et de physique, 3(1816), 350-375. { Not found,
however, Poisson [62] cites this one. )

[17] J.-B.-J. Fourier, Sur l'usage du théoréme de Descartes dans la recherche des limites des racines, Bulletin des
Sciences par la Société Philomatique de Paris, 1820, 156-165 and 181-7. — [9], 291-309. (Followed by the
comment of G.Darboux, 310-314.)

(18] J:-B.-J. Fourier, Théorie analytique de la chaleur. Deugiéme Edition, Paris, 1822. { This is available by
G.Darboux [8] [Tome Premier| with comments ).

[19] J.-B.-J. Fourier, Théorie du mouvement de la chaleur dans les corps solides, I"® Partie, Mémoires de
I’Académie royale des Siences, 4(1819-20), 1824, 185-555. { This is the prize paper no.l, this paper is not
in [9], however appears only in its index. — http://gallica.bnf.fr/ark:/12148 /bpt6k3291v /26 )

[20] J.-B.-J. Fourier, Suite de Mémoire intitulé : Théorie du mouvement de la chaleur dans les corps
solides, 11° Partie, Mémoires de 1’Académie royale des Siences, 5(1821-22), 1826, 153-246. — (9], 3-94. —
http://gallica.bnf.fr /ark: /12148 /bpt6k3220m/f7 ( This is the prize paper no.2. )

[21] J.-B.-J. Fourier, Mémoire sur la distinction des racines imaginaires, et sur [’application des
théorémes d’analyse algébrique auz équations transcendentes qui dépendendent de la théorie de
la chaleur, Mémoires de 1'’Académie royale des Siences, 7(1827), 605-624. — [9], 127-144. —
http://gallica.bnf.fr/ark: /12148 /bpt6€k32227

[22] J.-B.-J. Fourier, Mémoire sur la théorie analytique de la chaleur, Mémoires de I’Académie royale des Siences,
8(1829), 581-622. — [9], 145-181. — http://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k3223;

[23] J.-B.-J. Fourier, Remarques générales sur Uapplication des principes de lanayse algébrique auz équations
transcendantes, Mémoires de I’Académie royale des Siences, 10(1831), 119-146. ( Lu : 9/mars/1829. ) —
http://gallica.bnf.fr/ark: /12148 /bpt6k32255, — [9], 185-210.

[24] A.Freeman, The analytical theory of heat by Joseph Fourier, (Translated in English, with Notes), Cambridge
Univ. Press, 1878.

[25] R.Fujisawa, Uber eine in der Wirmeleitungstheorie aufiretende, nach den Wurzeln einer transcenden-
ten Gleichung fortschreitende unendliche Reihe, Inauguraldissertation, der mathematischen und naturwis-
senschaftlichen Facultdt der Kaiser-Wilhelms-Universitat Straburg zur Erlangung der Doctorwiirde vorgelegt
von Rigakushi Rikitaro Fudzisawa aus Niigata (Japan). 1886. BEBHIE XS L RFEE T4, 29-52.

[26] R.Fujisawa, Ueber die Darstellbarkeit willkiirlicher Functionen durch Reihen, die nach den Wurzeln einer
transcendenten Gleichungen fortschreiten, J. of the College of Science, Imperial Univ. of Tokyo, 2(1888), #i#
FIE KRV LRGSR T4, 73-85.

[27) C.F.Gauss, Determinatio Attractionis quam in punctum gquodvis positionis dates ezerceret planneta
st eius mass per totam orbitam ralione temporis quo singulae partes describuntur uniformiter es-
set dispertita, Gauss Werke, 2(1818, 1863-1873), (IAN : 17), 331-360. (referred : [1, p.364]) —
http://gallica.bnf.fr/ark: /12148 /bpt6k994034

[28] J.V.Grabiner, The Origins of Cauchy’s Rigorous Calculus, MIT., 1981.

[29] 1.Grattan-Guinness, The development of the Foundations of Mathematical Analysis from Euler to Riemann,
MIT., 1970.

[30] 1.Grattan-Guinness, Joseph Fourier 1768-1830, MIT., 1972.

[31] E. Heine, Einige Anwendungen der Residuenrechnung von Cauchy, J. Reine Angew. Math. 89(1880), 19-39.
— http://gdz.sub.uni-goettingen.de/dms/load /toc/ TPPN=PPN243919689

(32] R. A. Hunt, On the convergence of Fourier series, orthogonal ezpansions and their continuous analogues, (
Proc. Conf. Edwardsville 1967, Southern Illinois Univ. Press, 1968, 235-255. )

[33] E. E. Kummer, Uber die Konvergenz und Divergenz der unendlichen Reichen, J. Reine Angew. Math. 13
(1835), 171-184. — http://gdz.sub.uni-goettingen.de/dms/load /toc/7PPN=PPN243919689

[34] E. E. Kummer, Gedichtnissrede auf Gustav Peter Lejeune-Dirichlet, Abh. Akad. Wiss. Berlin, (1860), 1-36.
Dirichlet Works, 2, 309-344. — http://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k994363/£319

[35] S.F. Lacroix, Traité des Différences et des séries, Paris, 1800.

[36] J. L. Lagrange, Recherches sur la Nature et la Propagation du Son, Miscellanea Taurinensia, 1(1759), 39-148.
Oeuvres de Lagrange 1(1867-92), 39-150 — http://gallica.bnf.fr/ark: /12148 /bpt6k2155691 /{89

[37] J. L. Lagrange, Solution de différents problemes de calcul intégral, Miscellanea Taurinensia III, 1(1762-65).
Oeuvres de Lagrange 1(1867-92), 471-668 — http://gallica.bnf.fr/ark: /12148 /bpt6k 2155691 /89

[38] J.L.Lagrange, Mécanique analitique, Paris, 1788. { Quatriéme édition d’aprés la Troisiéme édition de 1833
publiée par M. Bertrand, Joseph Louis de Lagrange, Oeuvres, publiées par les soins de J.-A. Serret et Gas-
ton Darboux, 11/12, (Vol.11 : 1888, Vol.12 : 1889), Georg Olms Verlag, Hildesheim-New York, 1973. ) (
J.Bertarnd remarks the differences between the editions. )

[39] P.S.Laplace, Mémoire sur les approrimations des formules qui sont fonctions de trés grandes nombres (
Suit ), Mémoires de I’Académie royale des Siences, 1783, 1786. (Buvres de Laplace, 10(1894), 295-337. —
http://gallica.bnf.fr/ark: /12148 /bpt6k 775981 /f218

[40] P.S. Laplace, Mémoire sur divers points d’analyse, J. Ecole Polytech., Cahier 15, 8(1809), 229-265. —
http://gallica.bnf.fr /ark: /12148 /cb34378280v

—260—



[41] A.M. Legendre, Ezercices de Calcul intégral sur divers ordres de transcendentes et sur les quadratures, Paris.
1811. — http://www.e-rara.ch/doi/10.3931/e-rara-11118

[42] J. Liouville, Mémoire sur le développement des fonctions ou parties de fonctions en séries de sinus et de
cosinus, J. Math. Pures Appl. 1(1836). 14-32.

[43] J. Liouville, Mémoire sur une question d’Analyse auz différences partielles, J. Math. Pures Appl., 1(1836).
33-74. ( Lu : 17/mars/1834. )

[44] J. Liouville, Mémoire sur le développement des fonctions ou parties de fonctions en séries dont les divers
termes sont assujettis & satisfaire 4 une méme équation différentielle du second order contenant un paramétre
variable, J. Math. Pures Appl., 1(1836). 253-277. ( Lu : 30/nov/1835. )

[45] S. Masuda, Historical development of classical fluid dynamics, Dissertation for a degree of Doctor of Science,
Tokyo Metropotitan Univ., 2011. — http://hdl.handle.net/10748/4129

[46] S. Masuda, # £ M5 Rz Navier-Stokes AR ORMMM LR ORSICR SMEMMAL L Benid, (A
e DERGEESRF|OMEAOFH - /nER) ), BEMBITTRATHIE 1800, 49-61, 2012.

[47] S. Masuda, The theory of mathematical physics in classical fluid dynamics, RIMS-1767, RIMS preprints,
Kyoto Univ., 2013. — http://www.kurims.kyoto-u.ac.jp/preprint /index.html

[48] S.D.Poisson, Mémoire sur les solutions particuliéres des équations différentielles et des équations auz
différences, (Lu & V'Institut, le 23 Floréal, an 13), J. Ecole Polytech., Cahier 13, 6(1806), 60-125. (referred :
[55, p.143], Fourier[8, p.466]) — http://gallica.bnf.fr/ark: /12148 /bpt6k433669p /161

[49] S.D.Poisson, Mémoire sur les Equations auz Différences mélées, (Lu a Plnstitut le 21 Prairéal,
an 13), J. Ecole Polytech., Cahier 13, 6(1806), 12-147. (referred : Laplace [40, p.238) —
http://gallica.bnf.fr/ark: /12148 /bpt6k433669p/f127

[50] S.D.Poisson, Mémoire sur la Propagation de la Chaleur dans les Corps Solides, Nouveau Bulletin des Sciences
par la Société philomatique de Paris, t.I, 112-116, no.6, mars 1808. Paris. (Lu : 21/déc/1807) ( Remark. The
author of paper is named as Fourier, for the report of Fourier’s undefined version, however, the signature in
the last page is 'P’ meant Poisson.) — [8] vol.2, 215-221. — http://gallica.bnf.fr/ark: /12148 /bpt6k33707

[51] S.D.Poisson, Sur les intégrules définies, Nouveau Bulletin des Sciences, par la Société Philomatique, Paris.
Avril. 42(1811), 243-252. (referred : (52, p.219))

[52] $.D.Poisson, Mémoire sur les intégrales définies, (1813), J. Ecole Polytech., Cahier 16, 9(1813), 215-246. —
http://gallica.bnf.fr/ark: /12148 /bpt6k4336720/f220

[53] S.D.Poisson, Mémoire sur les Surfaces élastiques, Institut National des Sciences et des Arts, Mémoires des
siences mathematiques et physiques, 9(1814), 167-226.

[54] S.D.Poisson, Suite du Mémoire sur les intégrales définies, imprimé dans le volume précédent de ce Jour-
nal, J. Ecole Polytech., Cahier 17, 16(1815), 612-631. — http://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k433673r /614
(followed from [52].)

[55] S.D.Poisson, Mémoire sur lintégration de quelques équations lnéaires aux différences partielles, et
particulierement de Uéquation générale du mouvement des fluides élastiques, Mémoires de I’Académie royale
des Siences, 13(1818), 121-176. ( Lu : 19/juillet/1819. ) (referred : [58, p.139)])

[56] S.D.Poisson, Suite du Mémoire sur les Intégrales définies, Inséré dans les duez précédens volumes de ce Jour-
nal, J. Ecole Polytech., Cahier 18, 11(1820), 295-341. — http://gallica.bnf.fr/ark:/12148 /bpt6k4336744/f300
(followed from [52] and {54].)

[57] S.D.Poisson, Mémoire sur la Maniére d’exprimer les Fonctions par des Séries de quantités périodiques, et
sur I'Usage de cette Transformation dans la Résolution de différens Problemes, J. Ecole Polytech., Cahier 18,
11(1820), 417-489. (referred : (58, p.42]) — http://gallica.bnf.fr/ark: /12148 /bpt6k4336744/f422

[58] S.D.Poisson, Mémoire sur la Distribution de la Chaleur dans les Corps solides, J. Ecole Royale Polytech.,
Cahier 19, 12(1823), 1-144. ( Lu : 31/déc/1821. ) (Remark. In this top page, Poisson addes the following
footnote : Ce Mémoire a été lu a l'institut, le 29 mai 1815 ; le mois suivant, j’en ai donné des extraits
dans le Journal de Physique et dans le Bulletin de la Société philomatique ; mais depuis cette époque, j’ai
eu l'occation de reprendre mon travail sur le méme sujet, et d’y ajouter plusiers parties qui en ont presque
doublé I’étendue : c’est pourquoi je ne donnerai & mon Mémoire d’autre date que celle de sa publication.) —
http://gallica.bnf.fr/ark: /12148 /bpt6k433675h

[59] S.D.Poisson, Addition Au Mémoire sur précédent, et au Mémoire sur la maniére d’exprimer les Fonc-
tions par des Séries de Quantités périodiques, J. Ecole Royale Polytech., Cahier 19, 12(1823), 145-162. —
http://gallica.bnf.fr/ark: /12148 /bpt6k433675h

[60] S.D.Poisson, Mémoire sur I’ Intégration des équations lindaires aux différences partielles, J. Ecole Royale Poly-
tech., Cahier 19, 12(1823), 215-248. ( Lu : 31/déc/1821. ) — http://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k433675h

[61] S.D.Poisson, Second Mémoire sur la Distribution de la chaleur dans les corps solides, J. Ecole Royale Poly-
tech., Cahier 19, 12(1823), 249-403. ( Lu : 31/déc/1821. ) — http://gallica.bnf.fr/ark: /12148 /bpt6k433675h

[62] S.D.Poisson, Suite du Mémoire sur les Intégrales définies et sur la Sommation des Séries, J.
Ecole Royale Polytech., Cahier 19, 12 (1823), 404-509. (followed from [52], [54] and [56].) —
http://gallica.bnf.fr/ark: /12148 /bpt6k433675h

-261—



[63] S.D.Poisson, Eztrait d'un Mémoire sur la Propagation du mouvement dans les fluides élastiques, Annales de
chimie et de physique, 2¢ Ser., 22(1823), 250-269. ( Lu : 24/mar/1823. )

[64] S.D.Poisson, Sur la chaleur rayonnante, Annales de chimie et de physique, 26(1824), 225-45, 442-44.

[65] S.D.Poisson, Mémoire sur l’équilibre et le Mouvement des Corps élastiques, Annales de chimie et de physique,
37(1828), 337-355. ( Lu : 14/apr/1828. This is an extract from [66])

[66] S.D.Poisson, Mémoire sur UEquilibre et le Mouvement des Corps élastiques, Mémoires de I'Académie royale
des Siences, 8(1829), 357-570. ( Lu : 14/apr/1828. ) — http://gallica.bnf.fr /ark: /12148 /bpt6k3223j

[67] S.D.Poisson, Addition au Mémoire sur [équilibre et le mouvement des corps, inséré dans ce vol-
ume, Mémoires de 1'Académie royale des Siences, 8(1829), 623-27. ( Lu : 14/apr/1828. ) —
http://gallica.bnf.fr /ark: /12148 /bpt6k3223j

[68] S.D.Poisson, Mémoire sur UE quilibre fluides, Mémoires de I’Académie royale des Siences, 9(1830), 1-88. ( Lu
: 24/nov/1828. ) — http://gallica.bnf.fr/ark: /12148 /bpt6k3224v

[69) S.D.Poisson, Note sur les racines des équations transcendentes, Mémoires de I’Académie royale des Siences,
9(1830), 89-95. ( Lu : 2/mars/1829. ) — http://gallica.bnf.fr/ark: /12148/bpt6k3224v

[70] S.D.Poisson, Mémoire sur les équations générales de équilibre et du mouvement des corps solides élastiques
et des fluides, (1829), J. Ecole Royale Polytech., 13(1831), 1-174. ( Lu : 12/oct/1829. )

[71] S.D.Poisson, Théorie mathématique de la chaleur (I), Annales de chimie et de physique, 58(1835), 71-102.

[72] S.D.Poisson, Théorie mathématique de la chaleur, Bachelier Pére et Fils, Paris, 1835.
http://gallica.bnf.fr/ark: /12148 /bpt6k163818 /{148

(73] J.Power, On the truth of the hydrodynamical theorem, that if udz + vdy + wdz be a complete differential with
respect to x,y, z, at any one instant, it is always so, Cambridge Philosophical Transactions, 7(1842), (Part 3),
455-464.

[74] B.Riemann, Ueber die Darstellbarkeit einer Function durch eine trigonometrische Reihe, Gottingen State-
Univ. 1867. 1-47.

[75] C.Sturm, J.Liouville, Démonstration D’un Théoréme de M. Cauchy, relatif auz recines
tmaginaires des équations, J. de Mathematiques pures et appliquées, 1837, 278-289. —
http://gallica.bnf.fr/ark: /12148 /bpt6k16380x /{6

[76] G.G.Stokes, On the theories of the internal friction of fluids in motion, and of the equilibrium and motion of
elastic solids, 1849, ( read 1845 ), (From the Transactions of the Cambridge Philosophical Society Vol. VIIL
p.287), Johnson Reprint Corporation, New York and London, 1966,

[77) C.Sturm, Autres démonstration du méme Théoréme, J. de Mathematiques pures et appliquées, 1837, 290-308.
— http://]|gallica.bnf.fr/ark:/12148 /bpt6k 16380x/f6 (This follows after [75].)

[78] H.Wever, Paul du Bois-Reymond, Math. Ann., 35(1890), Leipzig. 457-469.

[79] Shigeki Yano (RZFHHt), Fourier BIROBER, ARHEELHE F 25 % F 1 5, 1970, 47-50.

Acknowledgments. The author is very grateful to Professor M.Takase of Kyushu University for

advices and many suggestions of the translation. We owe the bibliographies of R.Fujisawa to Professor

Majima of Ochanomizu University, the Fourier’s manuscript version [30] to Mr. Nishimura of The High

School attached to Meiji Urniversity, and the Kummer’s memorial address [34] of Dirichlet to Dr. S.Konno.

Finally, we owe affording the facilities for study of classical fluid dynamics to RIMS of Kyoto University,

and for support to Tuda College.

—262—



	23_1
	23_2
	23_3

