
フロベ ニ ウス 自己 同型 写 像 につ い て

三宅 克哉 (名古屋大 教養 )

1.現在では「フロペニウス自己同型写像」といえば,例えば,有限体の上の

万有体 くun市ersal donlin)の 場合にも用いられ,さ らに代数幾何学的には,それか

ら有限体上の多様体上に引き起こされる「フロペニウス写像」がしばしば用いら

れる。しかしここでは,ハセが 高木‐アルティンの類体論を詳細に解説した報文

脚]で ,彼が名付けた「フロペニウス記号」によって代数体のイデアルと対応させ

た代数体の自己同型写像の場合を見る。良く知られているように,ま た昨年のシ

ムポジウムで触れたが (IM2,4〕 参照),こ れはアルティンの相互法則 (IAl])に

本質的に関わっており,さ らにチェボタレフによる「フロベニウスの予想」 (=

「チェボタレフの密度定理」)の証明 (「 s〕)の方法がアルティンの相互法則の証

明 (IA2])を 産み出したのであった。ハセがフロペニウスの名を採つたのもまさに

これ (FF3])に よる。それ以来「フロペニウス自己同型写像」と呼ばれることに

なる。しかし実は「フロベニウス自己同型写像」そのものは,円分体に関しては

すでにクムマー IKullが選かに先んじてそれを取 りだしており,デデキン トは

(絶対)ガ ロア拡大におけるイデアルの分
―   (IDal)に

よってその正体を明

かしていた。問題のフロベニウスの仕事 Fr3]は この分解理論に本質的に依拠して

いる。

ここでは高木―アルティンの類体論との関わりから,「フロベニウスの予想」が

提示されるまでの道筋のいくらかを辿ってみる。
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2.フ ロベニウス自己同型写像 といえば有限体の自己同型群の考察を欠くわけ

には行かないし,有限体といえばガロアを欠くことが出来ない。

もっともガウスはすでに彼の C洒中団 ones Arim熙燎題)の 草稿として有限素体

の代数拡大の考察を用意 していたが,出 版に際してこれを割愛したようである。

後に彼の全集のなかに出版される (IG2])が ,出版の時期からいえばこれはガ
ロ

アに遅れることになる。 もちろんガロアはこのガウスの仕事をまったく知ること

はなかつたろう。しかしさすがにガウスである ;標数の素数を Pとするとき有限

素体 GF(Dの有限次拡大にたいして, p乗自己同型写像を導入して基本的なこと

をすべて押さえている。ただし彼の場合は抽象的な有限体の認識を表に出さずに,

(有理)整数係数の多項式をmOd Pのみならず,「素」多項式による合同関係に

よつて考察している。

一方ガロア [Gal]はまったく現代風であつて,旗色鮮明である ;学術論文として

練りあげたものでないだけに,彼がかかる対象をどのように認識していたかが直

接に現われている。彼にとつてはもとよりGЦDの真の有限次拡大が問題であり,

GLp)上の高次既約多項式とその根が問題である。まず,ガ ウスの くDisquisitiones

Arim鷹敷題〉流の有理整数のあいだでのmod Pの合同関係について,混乱を避け

てその記号「≡」を退けて,等号「 =」 のみを用いる。そして与えられた GFo

上の高次既約多項式 Fx=0の「根」を,複素数の虚数単位の場合にならつて「虚

な記号の類として」 (comme des es〆∝s de Symb01es imaginaires〉 認識し,そのひ

とつを1と書き,それがGり 上に生成する拡大体を考察している。例えば既約多

項式 Fxの次数をvと するとき,こ の拡大体の要素が,有理整数の (mod Pの )代

毒系からa al,%,...,av‐ 1を取つて

a+ atir tzi2 +... + ar-ti"'l
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の形に一意的に表わされることを示している。当然 P乗 自己同型写像が本質的に

利用されており,フ ェルマの小定理の拡張を与え,こ の拡大体の Oでない要素が

すべて 1の メ ‐1乗根であることを見ている ;従つて拡大体が次数 vのみによる

ことおよび各γにたいしてv次の拡大体 GF(PV)が存在することが結論づけられる。

なおぃだ3]で もすでに名前をあげておいたが,シ ェネマン IS]が同じころに「高

次合同関係」を考察している。しかしこれは (有理)整数環を素数の高い幕を法

にして考察したものであって,一般の有限体の研究ではない ;ベルメーイ数につ

いてのクムマーの一連の仕事ほどには直接の影響はなかつたにしても,P‐進数への

先駆のひとつと見てもよかろう。

3.い よいよフロベニウス同型写像に移ろう。

有限次代数的数体のガロア拡大 K′ なが与えられたとし,そのガロア群を Cと す

る ;ま た Kお よびなの全整数の環を 0,oと 表わす。体 Kの素イデアル
"に

たい

して,="∩ 。はなの素イデアルであり,剰余体 ■=0ノ
",1=0′
Pは有限体で

ある :こ れら,,Pの 下にある (で割り切れる)有理素数をPと すれば,0の標数

はPであり,位数 q=lelは Pの幕である。さらに f=1■ ::]を拡大次数とすれば,

■′eのガロア群は■の q乗自己同型写像で生成される位数 Fの巡回群である。

もとのガロア拡大 K′ ■に戻って,Cの部分群 4つ ={σ ∈GI摯σ="〕 を
"

の分解群という。部分群 スつ の薇 素は明らかに■ノtの同型写像を引き起こすが ,

この対応でスつ からガロア群 GalK■ ′1)への準同型写像が得られ,K′■の生成元

を0か ら選べばわかるように,こ れは上への写像である。ここで特に■の q乗自

己同型写像に写されるものを

"の

フロベニウス同型写像 と呼ぶ。一般的にはこれ

は

"に

たいしてただ一つ定まるわけではない ;こ の準同型写像の核をⅥっ とすれ

ば,a"に おけるスっ の剰余類として確定する。しかし Kノ ■で分岐する有限個

の

"を

除けば実は ス駒 =1と なる。実際,拡大 Kノ ■において素イデアルフは,p
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=('1物。●L)e,"1=",g=〔 G:4つ],C=|スつ |,と分解 され,Kっ の位数

cが ,の分岐指数である :ま た明らかに〔■,L,… ,覧 }={"σ lσ ∈G}.

これらのことは特にKと よが共に有理数体上のガロア拡大である場合にデデキ

ントIDe3,4]に 見られる ;群論的なイデアルの分解法則に関する部分は [De4]と し

て 1894年 に出版された ;しかしその最後に付けられた日付は 1882年 6月 8日 で

ある。序文には,1882年 6月 3日 のフロベニウスからの問い合わせにたいしてこ

の日付にこの内容をそのまま送付したものとある ;も ともとデデキントが 1877年

の論文 IDel]の §27 Examph empmn盗 五la d市亙on du cercleで例示した事柄に

ついて,利用できそうな形の一般論をフロベニウスが求めたようである。またヒ

ルベルトがこの内容を含む論文を 1894年 7月 7日 付けで発表するというので公表

することにした旨が書かれている。フロペニウスもそのいきさつを,こ の我々の

小論の焦点であるFr3]の序文で証言している。デデキントの 1878年の IDe2〕 では,

「フロベニウス自己同型写像」はまったく表にはあらわれていないが,有理素数

が代数体でどのように分解・分岐するかが説明されてある ;ま た理想数に関する

「プロタレフの理論」についての 1874年と1877年 のゾロタレフの報告へのコメ

ントが序文と二箇所の脚注にある。ただしゾロタレフがこの理論の全体像を公表

したものは 1880年 の z2]であるようである ;彼のこの理論への動機は楕円積分

の計算 (IZ l])と その一般化を図るところから来ているとある。

4。 もう少し数学に立ち入ってチェボタレフの密度定理を紹介する必要がある。

これはフロベニウスが 1880年に着想を得たあと 1896年の論文 Fr3]に よってよう

やくその定式化を与え,特殊な場合を示して一般の場合を予想したものである。

上記§3の記号にもどる。体 ■の素イデアル Pか ら見る場合,も し最初に取つた

"の

かわりに他の TE・ ="σ, σ∈G,を取ったなら,ζり はσ
‐kり σで置き

換えられる ;従って Kノ ■で分岐しない pにたいしては,その上にあるKの各素イ
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デアルのフロペニウス自己同型写像全体が Gのひとつの共役類となって確定し,

それが対応する。 (特にK′ながアーベル拡大,すなわちGがアーベル群であれば,

これらのフロベニウス自己同型写像はすべて一致し,pにたいしてただひとつ確定

する。これら両者の対応がアルティンの相互法則の要であつた。)こ のように,

基礎の数体■の数論的な要素である素イデアルがガロア群として与えられた有限

群 Cの代数的な構造のみで決まってしまう共役類と対応づけられる。ここではこ

れをフロベニウス対応と言うことにしよう。

数論的な要員をさらに整備しよう。体 ■の素イデアルの集合 Mにたいして次の

極限値 △(め が存在する場合にこれをMの (ク ロネッカー式)密度という :

べM)=s‰

もちろん一般の Mについて密度 △(■のが存在するはずもないが,特によのすべて

の素イデアルの集合 S(め についてはΔ(■●)=1と なる。

定理 (チ ェボタレフ)有 限次代数的数体のガロア拡大 Kノ 女のガロア群を Cと

する。群 Cの共役類 Cにたいし,それにフロベニウス対応する■の素イデアル全

体の集合を Mの とすると,その密度は必ず存在 して△(琢0)=ICIノ IGIで与え

られる。

すなわち数論的な密度Δ(Mo)が完全に代数的に,いわば共役類 Cの群 G内での

「密度」として確定する。

この定理は実に強力である ;例えば Gの要素 σを与えたとき,Cの巡回部分群

くσ)に対応するKの部分体をFと し,κ′よに代えてKノ Fに定理を適用すれば,

辻
囁
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σそのものをフロペニウス同型写像にもつ Kの素イデアルの存在ばかりか,そ れ

らの (Kでの)密度もわかる.

始めに触れたように,チ ェボタレフによるこの定理の証明法が,シユライヤー

lSc]に よる分析の助けをも得て,アルテインの相互法則の証明 (IA21)に大きく寄

与した。しかし高水‐アルテインの類体論は直接この定理には拠らずに証明でき,

さらに類体論 (に よるアーベル拡大の存在とその特徴づけ)の簡単な応用として

この定理を証明することができる。ただしこのとき,チ ェボタレフの方法から抽

出されたものが形をかえて類体論の証明のなかに折り込みずみであるとも言える。

5.我々は上で素イデアルの集合の密度を,高木 F]に倣って「 (ク ロネッカー

式)密度」と呼んだ。これは,上の形に定理を定式化したフロベニウスのそもそ

もの出発点に起因する。フロベニウスは 1880年のクロネッカー n41の問題提起

によって着想を得て以来,こ の定式化を 1896年の Fr3]に よつて公表するまでに

16年を費やした。 (チ エボタレフ

『

s]に よつて証明が得られるまでになんとさら

に 30年が必要であつた。)歴史を見る場合の常道ではあるが,これを理解するに

当たつて,我々は当時の数学界の状況を想像を過しくして捉えておかなければな

かろう。たとえガロアの理論がすでに当時十分の認知を得るに至つていたとして

も,有限群論はまだまだ幼なかった ;た とえば体論抜きでガロアの理論を書き上

げたジョルダンの「置換論」 (〔J])の出版は 1870年のことであり,シ ローの定理

(ISyl)が出たのはようや く1872年であつた。はたして当時の誰が,深い数学的

現象を記述するに際して有限群が本質的に有効であると考え得たろう。ガロアの

理論からさらに数論的な現象の深部にまで踏み込んだところにある事象が,ガ ロ

ア群の代数的構造を用いればいとも簡明に記述されてしまうなどと誰が予期して

いたろう。

フロベニウスの出発点に立ってみよう。
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クロネッカーの論文 n41の なかで特にフロベニウスが群論へと引き込れてい く

契機 になったと思われる件 (Fr31)は,次のようである :ま ず フロベニウスは

Fr3]の 冒頭でその主定理を引用 している。

定理 (ク ロネッカー) 整数係数の多項式 F(→ にたいして,素数 Pを法にす

る合同式 F(⇒ =O modPの (重複度をこめた)根の個数を vpと するとき,すべ

ての素数 pにわたる級数

Σvp・ P-1-W

の和の wの値が正で無限に小さくなるときの極限値は rag(1′シ)の値と比例し,

ちょぅど rag(1ノ w)に F(⇒ の既約因子の個数を掛けたものと一致する。

さて各整数■,0≦ よ≦口=deg月 にたいして F(→ =O mOdPがちょうど■個

の根を持つ素数をp.と表わすことにすれば,上の級数は

Σ■・ΣP.-lTW

となる。そこで次の極限が存在すると仮定する :

D.=″銑+饒矯用[=″銑+♯
ここで最後の項の分母はすべての素数にわたる和である。このとき,も し定理を

認めるとすれば,等式

Σ■・Dょ =1

が得られる。この等式こそがフロベニウスを捉えてしまったものであった。
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現代の学生,あ るいは数学者でさえ,果たして何人がここに群論に踏み込む着想

を得るだろうか ?

またクロネッカーは堰 の「存在を仮定したにすぎなかったが,こ こでも『ヤマJ

が当たって,」 pょ「の存在はmめeniusの部分的成功の後を継いで TEhebotareff

に至って確定したのである」 (高水 口1).

フロベニウスはこのあと,上で述べたように 1882年 にデデキントからイデアル

の分解法貝1に関しての群論的な分析のノウト (IDal)を得たあと,1887年には ,

副産物 (?!)シ ローの定理の別証明 Frllと ともに,ま ず群論的な部分 Fr2]を 公

表する。これについても,さ らにフロペニウスが群指標の理論を独創するに至つ

た背景にあるディリクレpil,2,3]に 発する数論的な問題意識についても,すでに

Ⅳ l]で述べた ;群指標の理論の独創に関してのデデキントの影響についてはホウ

キンス〔Hkl,21が興味深い。

補記。すぐ上でクロネッカーの仕事についての高木のコメントを引いた。誤解

があるやも知れないので,少 し言葉を補つておく。数学における「定理」は厳密

な証明が付けられて始めて「定理」であり,そ こで始めて「数学的な言明」,あ

るいは端的に,「数学」になる,とする観点から見れば,こ のコメントは,ま さ

に見事に,的確にクロネッカーの仕事の本質を衝いている。高木は,必ずしもガ

ウス流を唯一尊んだ訳ではないだろうが,数学者としての自分自身をこの意味で

非常に厳密に律 していたものと思われる。しかも,例の彼の「高木節」とでも言

うような語り回の背景に,今日の並の「数学者」には想像もつかないほどの深 く

広い数学的教養を身に付けていた。すなわち,常識が我々とまったく異なってい

るのだ。そう単純に「ヤマ」などという言葉づかいに乗つてしまうわけには行か

ない.

また数学史からの観点からすれば,そのように端的に切り捨てるわけには行かな
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い。例えば「厳密な証明」にしても,それは当然その時点での数学界のレヴェル

と相対的でしかありえない。高木も「この予言者の名を冠して『クロネッケル』

式密度の称呼を用いたのである」.ク ロネッカーは彼にとっても単に「数学」の

観点からアッサリと切り捨てられる者ではない。

とはいえ,ク ロネッカーの論文の多くは,特に彼がその構築をライフワークとし

た代数的数論に関するものについては,「数学的」に書かれていると言えるもの

ではない ;恐らく当時の常識からしても。しかし,例えば現代の物理学者達の論

文と対比して見れば,わ かりやすい。クロネッカーは,いまだ定義も,概念すら

はつきりとはしない,し かし彼にとつて現代の物理学者達の見るものよりも遥か

に厳然,確固として存在する「数学的な事実」を発見し,そ 4を報告しようとし

た。彼が見たもの自身は,例えば「一般的な関数」,「一般的な無限級数」と言つ

たあやふやな,捉え所のない新参者とは異なり,新しいとはいえどこから見ても

伝統的で歴とした数学であった。彼はそこに新しく驚嘆すべきものを発見し,そ

れを,書き方としては「数学的」ではなっかたにせよ,な んとか報告したのであっ

た。そこに自身の数学者としての全身を賭けて.

例えば,有理数体上のアーベル多項式の根が 1の幕乗根の有理整数係数の有理式

として表わされることを「発見」して,躊躇わずにそれを「定理」 くSatz)と して

報告した (IKrl]).有 限体の扱い方を例にとれば,彼は決してガロア流を採らず,

あくまでもガウス流にこだわり続けたろう。それは,彼の代数体における因子論

(IK司 ;高本国 ,附録 (3)も参照)からも想像がつく。例えば彼は,師でもあっ

たクムマーの理想数の与え方 (IKu2,3])に 満足せず,そのように本質的なものは

「明確な数学的なもの」によって表示すべきであるとした ;(そ してその嗅覚は

確かであつた);ま ず虚二次体について,それを虚数乗法として持つ精円関数の

特異モデュライが本物の数 として虚二次体の理想数を具現すること,お よび,そ
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れらの数による虚二次体の拡大が不分岐であること,を発見した (ド2,3]);さ

らに「単項化定理」に基づく「類体」の存在を信じて彼の代数的数論構築ひとつ

の大きな指針としF一般の代数的数体にたいして「単項化定理」を彼の流儀で定

式化した (区司 )。 ヒルベルトがそこから出発して彼の類体論の構想へと進んだ

ことは明らかである (Ⅳ21)。 また,例えばフライは,彼の数学史の論文同 で,

虚二次体の絶対類体を「クロネッカーの類体」と呼んでいる。
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