
エルミートのモジュラー方程式

笠原乾吉 (津田塾大学)

0。  Kron∝kerは 1857年「虚数乗法が生起する構円関数について」(1101)、 1862

年「格円関数の虚数乗法について」(11珂)等を発表した。それは虚数乗法を持つ精円

関数の母数が満たす方程式 (すなわち、特異モジュラー方程式 )と 2次形式類との

関係を発見した画期的な論丈である。これについては、前掲の論文 1151で高瀬正仁

氏が、一部分の訳も付して内容、意義等を詳しく紹介されている。

しかし、Kron∝kerは結果を言明しているだけで、証明をしているわけではなし、

当時どのように受けとめられていたか、18“年のSmithの言を借りよう(1131p.321ヽ

「・・・ 。この数年間にKrOn∝ker氏によつて発見された重要な一連の結果は、

2次形式に関する繊々の知識の記憶すべき到達となり、数論研究に全く新しい分野

を開いた。その証明は非常に複雑な種類の考察を必要とする。それはもつとも興味

深いものの中に入ることは確かであるが、同様に数論的真理の中でもっとも難解な

ものの中に数えられるに違いない。彼の方法は非常に漠然とした風に示されている

だけである。その後にでた Hermite氏やJoubert氏 の論文で、それに投げかけられ

た光りにもかかわらず、それを再発見するのは時々困難である。 ・・・・」0

ここでは、1859年のHermiteの 論文「モジュラー方程式について」(141)を中心に

話をしたい。

1.1858年以前  1832年遺書の中でGaloisは、素数 pに対し周期の p等分にと

もなうモジュラー方程式はp+1次であるが、p=5,7,11の ときには、 1次下げて

p次方程式に遺元でき、p)11の ときはこの選元は不能であると述べた。18“年の

Jo MaL Pures Applに Caloisの全集が発表された力ヽ そのすぐ後にHermiteは JacObi

への手紙の中でこれに触れている (3つの手紙が J.reine angevJ.Ma血 40(1850)に 公
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表。日付なしの 2番 目の末尾)。 Bettiは 1852年にCaldsの結果の注釈と完全化の

論文を書き、翌1853年 に論文「構円関数のモジュラー方程式の次数低下について」

を発表し、上記のGdoisの言明を証明した。 (Bettiに ついてはKiernan 181 p.106,

Cray lll p.181,182か ら孫引き)。

Hermれの関′Nま、この次数を1次下げた方程式を、具体的に表示することにある。

そして長い間の試みの後、1858年 にp‐ 5の ときの表示式をみつけ、この表示式と

5次方程式のJerrard(と Bring)の標準型とを組み合わせて、モジュラー関数を用

いての 5次方程式の解法を発見した(131)。 Hermi腱 がこの表示式を得るのに役立っ

たのは次の2つである。

一つはsOhnkeに よるモジュラー方程式の研究である(18“年 1141)。 u=4F,

v」F"の 関係としてp=3,5のときにJa∞biが得たモジュラー方程式 (1829年 )

を、SOhnLは 7gp≦ 19の pに対して計算する。それからHermLは nが寄素数のと

きε=(1)と して、モジュラー方程式は

■‐1

0 (V,u)=(V‐ 89(nω))TT (V-9(・
1↓ 16m ))

m却

であると気づく。 (翌年の14!では、nが素数でなくても奇数のとき、モジュラー方

程式の根は
1:191範篭ド

ユ
|で

あるといっている。但し、661=n.1紳 は平方剰

余記号)。

もう一つは、cDを sL(2,2)の元で変換したときのΨ(0)の変換公式である。

ad‐ bc=1と しく a,b,c,dの偶奇による組み合わせは6通りにわかれるが、例えば

(::卜 {::}md 2の とき、可『岩出→=Ψ (O exP普 {dい 0‐ 1)

ゆ記号については 171p.27を みよ。但し、そこでτと書いたものを0に、91,中 1

を9,中 と変更。すなわち、母数kに対する第1種完全構円積分がK,補母数k′ に

対するそれが K′ ,o=iK′ ′K,q=exP(iω),u=41圧 =α。),4fk・ =。(0)である。

変換前後の新旧母数がk,λ で、u=4F,v=頂 。
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1::)・ {::)・Od 2の とき、ヮ{=増:}=ψ
“

Dl eXP晋

・
(C‐ 0‐ 1)

等々である。Hermiteは 18田岸にはこの変換公式を書いているだけで証明はない。

Smith(1865年 1131)に は、中(oの変換公式も付け加えられ、Jacobiに よる9101,

ψlolの qに よる表示式とテータ関数の変換公式から、証明が得られるであろうと書

かれている。完全な証明はK如gsberger(1871年 191)、 SC皿狙i(1870年 1la)に よる

(雑誌の出版年は逆転しているが、KOnigsbergerの 証明が先である)。 また後年

(19∞年)に 、Hemi"は Tanneryの 手紙による質問に答えて、自分の証明の方法を

説明している(161)。

これらを用いて、Hermiteは次のことを示す。p=5の ときのモジュラー方程式は

u6_v6+5u2v2(u2_v2)+4uv(1-u4v4)=0

という6次式で、その根はu=Ψ (0)と したときに

v=‐Ψ(5o,Ψ (鋼警n} (m=0,1,… ,4)

である。

Φ(0=lΨ (幼 +Ψは)llΨ(≒■)‐
Ψ{守月[J甲 }‐ J菫篭踵】

とおくと、Fと uの間に

Φ
5_2000u4(1_u8)2Φ _1600燿Fu3(1+u8)(1_u8)2=0

という5次式が得られ、これが求めるものである。

この後、18田年12月 7日 のBrioschiへの手紙で、Herm饉 は同様な方法でp=7に

対する8次のモジュラー方程式の7次式への選元を実行している(151)。

2.Hermiteの「モジュラー方程式論について」(1859年 ) この論文(141)は 45

頁で、Comptes Rendus Acado Sci.Paris 48巻 、49巻に6回にわけて発表された。

まず、序文を要約しよう。「・・・私は長い間、12次のモジュラー方程式の11次

への通元ができなかった。それは、代数方程式の判別式の計算は多くの場合実行不

可能で、判別式の計算をしながら、低次化を実現するために用いられる根の関数を
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作ることが難しかつたからである。それで、根の超越的な形の表現を出発点にとり、

私が目をつけた場合には少なくとも実行可能な計算に到達する期待のもとに、一般

的にモジュラー方程式の判別式を研究することを試みた。」そしてそれができて、

その研究が「ある条件を満たす2次形式の類数の和についてその命題を導くことを

みた。」ここでKroneckの 1857年の論文1101に触れ、「他の原理にもとづきなが

ら、Kron∝kg氏の命題とともに、数論のより重要な理論の一つに新しい光を投げ

かけて、代数学と超越的な解析とを結び付ける」ことが目的という。

本文は1節から16節にわかれる。まず、モジュラー方程式Q(v,u)=0の 判別式Dが

D=u針 1(1‐ u8)n+● (bo+blu8+… .+b.u8「 ),

Ц=い ,8={劉 ,μ=が n2_りくn+→

と表せることと、Jacobiに よる新旧母数 k,λ と乗法子 Mの関係式

M2=lλ (1‐ λ
2)。

ま

を基礎とし、Dが完全平方式であることを示す。そして、

(1)D=un■1(1‐ u8)●
●80(u)2,  0(u)=a。 +alu8+… .+avu8ν

と表す。(al=av.になっている。 v=き (n2_1)_券 (・ +ε )。 )

0(u)=0の根を u=Ψ101(=4[)と 表すと、oは判別式負の整数係数 2次式

P。2+2Qo+R=0の根になる。Dが完全平方になるところまで(1節 )は証明があ

るが、この2次式があらわれる2節以後は証明がほとんどなく、結果の言明だ

けである。2節 と4節のそれぞれ一部について、この論文が,(olの変換公式を書

いた 5次方程式の論文(131)の 後であることを手がかりに、考察しておこう。

98(。)=k2ヵ=

Щη=11::)∈ SЦ2⊃ : mod21

に対し、

98(。)= Ψ8(α)′) ‐ 
コ
{: :)∈

 「(2), o′ =矛十告普
であることはよく知られている。 (たぶん、Gausも知つていた)。
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Hermi機 のΨ(o)の変換公式から、

αO=9(ωり⇔
ヨ
1::}∈ Цη,exP彗 {《C+d)‐ 1)=1,ω′=C+dO

である。

u=Ψ (0)と したとき、モジ■ラー方程式 Q(▼,u)=0の根は

格)ⅨnO,9{甲)(k=QL…、n4)

であるから、uが判別式の根であるための条件は

ぼ呼 卜J呼 )

または

OⅨnO=Ψ{雫)(tr=QL…、n■,kチ r)

が成り立つことである。

②可雫同呼 )⇔ 呼 ==盤 ,

(ただし、{::)は上記のもの)

_bω 2+(na+16bk+16br‐ nd)ω +(16nakl+162bkkr‐ n2c_16ndk)=0

を得る。後者の場合は、

(3)(劉Ψ(nω)=9(2守■)⇒ 98(nO)=98(鯉守■)

⇔  nω =C+d螢≒FL Iヨ
1::)〔:「(2))

_  nb● 2+(an2+16bnk― d)o‐ 16dk‐ cn=0

となる。これで、判別式の根 uを u=9(o)と したとき、ωは整係数2次式

P。2+2Qω +R=0を満たすことがいえた。‐△=Q2_PRと おくと、

(2)の ときには

‐4△ =((a+d+an‐ 16b(r‐ k)}((a+d‐ 2)n-16b(r‐ k)),

(3)の ときには

‐4Δ =(an2+16bkn+2n+d)(an2+16bkn‐ 2n+d)
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である。

(2)。 (3)の 2次式をmOd nで考えると

(2)は bo2+16b(k+r)0+162bkr● 0, .・ .0菫 -16k,‐ 16k′

(3)は ‐do‐ 16dk‐・ 0 ,  r.o・ ‐16k

となる。これから、モジュラー方程式 0(v,u)=0の 判別式の根u=9(o)に対し、

0の満たす2次式 P02+2Qω +R=0を ■od nで考えた根により、 0(v,u)=0

のどの根とどの根が一致するかが決まることになる。したがつて、 0(Vっ u)=oの

重根は2重根だけで3重以上の根はない (141p.49)。

同じ頁に、(争 )Ψ(nω)=Ψ (Q嗜
壺→のときに、oをとりかえ、

u=ⅨO=瞑め、かつd甲 }=d=≒|二 )と
できる。つまりoは o

に還元できるという記述がある。この証明は次のようにしてできる 妨針だけかく)。

任意の
1::|(三「

(2)に対し、

0 1::}1;:)=「‖11為 :)にしβ幸O modnと傷むこ)

(lh:)|;:)=|:| :||11島 ′
||

(但 し16kβ+6幸 O mod nと仮定)

という
 1;|:||, | :l  :| |(=「

(2)力=と わしることをラ示す。

β=2,6=‐ 32k+1と すると、α6‐ 32Υ
′
=1に α,v′ 力=と れ、γ=16γ

′
とおく。こ

のα,β,v,6に対し、上のα′,・ …っ6″ を作る。

条件の式に ω=γ
+。o'を

代入すると、
α+βω′

|=J甲)ev甘

『『… 、

同様に
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d甲)=J雫 )ap号山与め→
を得る。これからd堂讐 ll=d三響

璽
叫ヵ坂 定より得られ、Ψ(o)=Ⅸ①′)も確

かめられる。

さて、Hermi健 はモジュラー方程式の判別式 (1)の零点、すなわち、uro,u8,1

として、o(u)=oの根u=Ψ (0)に対応するωが満たす2次式をすべて求めようと

する。

oの満たす2次式を

(al  Pω 2+2Qo+R=0

とし、(P,Q,R)と も呵野:記 し、‐△=Q2_PRとおく。

0(u)の 次数は8v=8{き (■
2_1)_券

(・ +3)}なので、その根も8v個あり、対応す

る 8v個の ωが満たす (→ の形の方程式の求め方をHermiteは調べ、3 sng29の

奇素数 ■に対し結果をかく。

まず、9ぃ)が 0仙)=0の根のとき、Ψ(ω+2o=exP(千 m)Ψ(0も根なので

(こ れは 0(u)が u3の式であるということ。直接には0(v,u)の 2根が等しいとお

いて (4)の ような式を作り証明できる)、 ω+2m(m=0,1,2,・・、7)の満たす方程

式は一つのグループを作り、これで 8v個の方程式は8個づつのグループにわかれ

る。以後は、u8=Ψ8(。
)の異なる値だけに注目し、それに対するv個の方程式を求

める。

u=Ψ (0)が 0=0の根のとき、Ψ{丁我I卜 Ψ
{― 士),9{TttF卜 Ψ(0‐ 1),9{1-士

)の

すべてが0=0の根になる場合があり、このときこの6個をまとめて、6つの方程

式が1つのグループを作る場合 (イ )という。そうでないときは、u=Ψ (o)が

0=0の根なら0此)=満 薇なので、oとそのoに対する荒 とが満た
す2次式をまとめて、2つの方程式がグループを作る場合 (口 )という。

ただし、m・ l mOd 4の ときは (c,0,c)、 m.l mod3の ときは(2c,c,2c)の

形からは例外が生じる。 (例えlム m.l mOd 3の ときは、0は u16_u8+1の 形の
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因数をもつ)。

さて、△は2つの組にわかれ

第1組  : Δ=(86‐ 3n)(n‐ 26),3nく 61,

第2組 : Δ=86(n‐ 86) _,0く 6く
:

である。各組で△,6の条件により、いつ場合 (イ )、 (口 )にわかれるかがいえる。

以上が、5節までの要約であるが、コメントをつけ加える。第 1組と第2組にわ

ける所は私にはわからず、Smith(1131p.345)の 記述をみると、もう一つ

△=0(n・ 166)が落ちているかもしれない。2次形式の還元理論が出発点になって

いるわけで、それは SL(2,2)に よる同値の話であり、一方、98(。)は「
(2)につい

て保型的である。 SL(2=2)/「 (2)は 6個の元よりなり、それをoに作用させたの

がヽ
ボ‰F, き

,|≒
計

0‐ 1,1‐
士

である。

6節のはじめで、虚数乗法をもつ楕円関数の母数 (つまり、特異母鋤 は虚2次

無理数∞に対するk2=Ψ8(w)でぁり、その全体はモジュラー方程式の2重根を与

えるu8=98(。)の全体であるという。

整係数2次式Ao2+2Bo+C=0((A・ B,C)とかく)の判別式を

_△
=B2_ACく 0とする。A,B,Cの最大公約数が 1の とき原始的であるといい、さ

らにA,2B,Cの最大公約数が1か 2かにしたがつて固有的、非固有的という。

△・ l mod 4の ときに、判別式 ‐△の固有原始的な2次式の根ωに対するΨ
8(ω

)

の異なる値をすべてとり、それを根とする方程式をFl(x,△ )とかくoΔ・ 2 mod 4

のときの同様のものをF2(X,Δ )、 △・ 3 mod 8、 △■‐l mod 8の ときにそれぞれ今

度は非固有原始的なものについて同様のものを作り
『

1(x,Δ),r2(X,△ )と おくo

これらはいずれも整係数多項式で、r2は最高次係数が2のべき、他のものの最高

次係数は 1、 次数は rlは類数の6倍、他のものは類数の2倍である。

これらはまさに高瀬氏のいう特異モジュラニ方程式であるが、Hermi"は証明なし

に次のことを言明し、それにしたがって例を計算する。奇数■に対しn位のモジュ
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ラー方程式 0(u,v)=0に対し

1°        u4=岩
   ,  u8=x

2°        u4=_岩
  ,  u8=x

3°        u8=I:l丁百    ,  u8==x

4・        u2==影
    ,  u8==1_x

という代入を行つてxの方程式を作る。そのとき、その各々は次の形の因子の積で

ある :

1°     Fl(x,Δ)    (Δ は 2n-1,2n‐ 9,2n-25,… 。
)

2°       F2(X,△)       (△ は 2n,2n‐ 4,2n-16,…・)

3°     rl(x,Δ )   (△ は 4n‐ 1,4n‐ 9,4n‐ 25,… )

4°    F2(X,△ )  (△ は 8n-1,8n‐ 9,8n-25,一 )。

例えば、n=7,n=11と してモジュラー方程式に 1° を行うと、それは

Fl(x,13)。 Fl(x,5),Fl(x,21)・ Fl(x。 3)と 因数分解され、その共通因子として

Fl(x,13)力酬隣できる。

方程式
『

1は、前の6つの方程式がグループを作る場合(イ )に対応していて、

Ψko=pとぉくと、P,ォ =Ψ
8{北

},卜ρ=98←か,青 =゛ (洗},

ザL「
=98(。0_1),2■1=98{1_き

)がグループとなる。結局、『
1(x,△ )はこれ

らを根とする(x2_x+1)3+α (x2_x)2と ぃぅ形の因数の積に分解できる。Fl,F2

の場合には、Pと
ォ

とで2つの方試 のグループを作る場合 (口 )である餞 実は

P,|+:需|12,ォ ,|キ与J「 12の

4つでグ,レ ープを作り、(x+1)4+α x(x‐ 1)2の
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形の因数に分解される。このときは類数が必ず偶数になり、Fl,F2の次数は4の

倍数である(4節 )。 △が 4で割り切れるときなどの特異モジュラー方程式も論じて

Vヽ る  (7負

")。
こうして、nを与えたときに現われる△は第1組、第2組の議論でわかり、Δに対

する特異モジュラー方程式は 1° ～ 4° などの議論でわかる。これでモジュラー方

程式の判別式の計算は実行できるわけで、12節でn=11の ときのそれが計算される。

(しかし、この重要な2点が、私にはまだ解明ができない)。

このあと、いよいよn=5,7,11の ときにモジュラー方程式の次数を1次下げる話

に進み、最後の16節でその方程式を具体的に書き下しているが、この部分は省略

する。なお、14節では、このHermiteの結果を別の方法で1853年 に得ていたという、

1859年 5月 24日付けのBettiの手紙が紹介されている。

3. 私が大変不思議に思うことがある。それはKroneckel HermL達は証明な

しに結果を言明しているだけなのに、当時の人 は々それを正しいことと受け入れ、

疑いを持っていないように見受けられることである。一方、Dedekidは 1887年の

J(t)を発見した論文の末尾で、J(t)に関するモジュラー方程式F.(X,Y)=0に対

し、F.(X,X)かまたはF.(X,Y)の判別式を調べることにより、特異母数が得ら

れるであろう力=、 それらについては後日を期する、といっている。Dedekidの態度

は、納得いく証明が公表されていないものは信じないという、今日の数学者の考え

方に近いと思う。事実の発見ということ、その証明、そして証明を公表するという

ことについての態度力ヽ 1850年頃からの30年位の間に、大きく変化していると思

う。

ただ、Hermiteについては、時代以上に彼の性格も影響しているのかも知れない。

Hadamard(121,p.109)は 、「彼は幾何に対してある種の積極的な嫌悪を感じてい

て、私が幾何的な論文を書いたときに、もの珍しそうに非難したことがある」と書

いたあとで、次のようにいっている。「方法はいつも何か神秘的な具合に彼の心に
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生まれるように思えた。彼のソルボンヌでの講義に摯 は絶えず熱心に出席した力ヽ

彼は「この公式から出発しよう」といって話を始めることを好んだ。そしてその公

式を書くのだが、それが正しいことは確かだけれど、それが頭の中にどのように浮

かんだのか、発見の方法は説明しないし我々にjま推測することができなかった。」

残念なことに、私には正しいことを確かめることさえ、まだ終わっていない。
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